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Orlicz差分体的极值不等式
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摘要:研究了空间凸体的Orlicz差分体及其极体的极值不等式。利用凸体支持函数的Orlicz加概念定义了凸体的Orlicz
差分体及不对称Orlicz差分体,进一步研究了Orlicz差分体的极值性质,得到了 Orlicz差分体与不对称 Orlicz差分体的

仿射不等式。
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设Kn 表示欧氏空间Rn 中所有凸体(具有非空内点的紧致凸集)构成的集合。Kn
o 和Kn

s 分别表示Rn 中包含

原点在内部和关于原点对称的凸体。Sn-1表示 Rn 中单位球面,单位球记为B。设V(K)表示凸体K 的n 维体

积。
设K∈Kn,则K 的支持函数hK(·)=h(K,x):Rn→R定义为h(K,x)=max{x·y:y∈K},其中x·y表

示x 和y 的标准内积。凸体K 由它的支持函数hK(·)唯一确定。根据支持函数的定义不难发现,凸体-K=
{-x:x∈K}的支持函数满足h(-K,x)=h(K,-x)。

设K,L∈Kn,实数λ,μ≥0(不全为0),则 Minkowski线性和λK+μL 是一个凸体并且它的支持函数满足

h(λK+μL,·)=λh(K,·)+μh(L,·),其中λK={λx:x∈K}。当K∈Kn
o,利用 Minkowski线性和得到一个

非常重要的凸体—差分体(thedifferencebody)定义为:

ΔK=12K+12
(-K)。

著名的Rogers-Shephard不等式是与差分体有关的不等式[1-3]。
当实数p≥1,Minkowski线性和被推广到 Minkowski-FireyLp 和。设实数p≥1,K,L∈Kn 并且实数λ,

μ≥0(不全为0),Minkowski-FireyLp 和所定义的凸体λ·K+pμ·L的支持函数满足[3]:h(λ·K+pμ·L,·)p=

λh(K,·)p+μh(L,·)p,其中Lp Minkowski数乘满足λ·K=λ
1
pK。

利用 Minkowski-FireyLp 和,Lutwak定义了Lp 差分体ΔpK[4-5]。

ΔpK=12
·K+p

1
2
·(-K)。 (1)

受Haber和Schuster思想的启发[6],Wang和 Ma定义了如下的不对称Lp 差分体Δτ
pK[7]:设K∈Kn

s,p≥1
并且实数τ∈[-1,1],则

Δτ
pK=a1(τ)·K+pa2(τ)·(-K), (2)

其中,a1(τ)=
(1+τ)p

(1+τ)p+(1-τ)p
,a2(τ)=

(1-τ)p
(1+τ)p+(1-τ)p

。

随着LpBrunn-Minkowski理论的发展,OrliczBrunn-Minkowski理论逐渐成熟,其中最关键的是Orlicz和

与数乘[8]。在本研究中,利用凸体的Orlicz和定义了一个新的凸体—Orlicz差分体,并讨论了它的极值问题。
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1预备知识

1.1OrliczMinkowski不等式

令C1 表示所有严格递增的凸函数φ:[0,+∞)→[0,+∞)且满足φ(0)=0的集合。设φ∈C1,K,L∈
Kn

o,并且实数λ>0,μ≥0,则 Orlicz和定义的凸体 Mφ(λ,μ;K,L)的支持函数满足 [8]:hMφ
(λ,μ;K,L)(u)=

inft>0:λφ
hK(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

t +μφ
hL(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

t ≤{ }1 。当φ(t)=tp(p≥1)时,Orlicz和就是Minkowski-FireyLp 和。由Orlicz

和与z→λφ
hK(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

z +μφ
hL(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

z
的严格递增性可得[8]:

hMφ
(λ,μ;K,L)=tu,当且仅当λφ

hK(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

t +μφ
hL(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

t =1。 (3)

根据(3)式,可得Mφ(λ,μ;K,L)=Mφ(μ,λ;L,K)。
设K,L∈Kn

o,φ∈C1 并且满足φ(1)=1。凸体K 和L 的Orlicz混合体积Vφ(K,L)被定义为[8]:Vφ(K,L)=

φ′l
nlimε→0+

V(M(1,ε;K,L))-V(K),其中ε>0。在文献[8]中证明了Vφ(K,L)有下列的积分表达式:

Vφ(K,L)=
1
n∫Sn-1

φ
hL(u)
hK(u
æ

è
ç

ö

ø
÷

)hK(u)dS(K,u)。 (4)

这里S(K,u)表示凸体K 的经典表面积测度。特别地对任意的K∈Kn
o 有:

Vφ(K,K)=
1
n∫Sn-1

hK(u)dS(K,u)=V(K)。 (5)

在文献[8]中还证明了关于Orlicz混合体积的OrliczMinkowski不等式:设K,L∈Kn
o,φ∈C1 且满足φ(1)=1。

则

Vφ(K,L)≥V(K)φ
V(L)

1
n

V(K)
1

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
, (6)

当K 和L 互为膨胀时等号成立。若φ是严格凸函数,等号成立当且仅当K 和L 互为膨胀。

1.2对偶OrliczMinkowski不等式

设M 是Rn 中的点集,若过z∈M 的直线与集合M 的交是线段,则称M 是星形。设M⊂Rn 关于点z∈M 是

一个紧致的星形,它的径向函数ρ(M,z,·):Rn\{0}→R被定义为:ρ(M,z,x)=maxλ≥0:z+λx∈{ }M 。径向函

数是-1阶齐次的,即ρ(M,z,ax)=a-1ρ(M,z,x),a>0。若星形 M 的径向函数关于变量x 是连续的,则称 M
为星体。用Sn

o 表示Rn 中所有关于原点的星体的集合。若点z是原点,径向函数简记为ρ(M,x)或ρM(x)。
设M 是Rn 中的星体,它的极体M*被定义为 M*={x∈Rn:x·y≤1,∀y∈M}。特别地,当 K∈Kn

o,u∈
Sn-1时,则

ρ(K*,u)= 1
h(K,u)

,h(K*,u)= 1
ρ(K,u)

。 (7)

令C2 表示所有凸的严格递减函数ϕ:(0,+∞)→(0,+∞)并且满足lim
t→∞

ϕ(t)=0,lim
t→0

ϕ(t)=∞的集合。设K,

L∈Sn
o 且径向函数分别为ρK,ρL。实数λ,μ≥0(不全为0)且ϕ∈C2,则K 和L 的Orlicz径向和λ·K +

~

ϕμ·L被

定义为[9]:ρλ·K+~ϕμ
·L(u)=supt≥0,:λϕρK(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

t +μϕρL(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

t ≤{ }1 。由于z→λϕρK(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

z +μϕρL(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

z
是严格递

减的,所以

ρλ·K+~φμ
·L=tu,当且仅当λϕρK(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

t +μϕρL(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

t =1。 (8)

对偶的Orlicz混合体积被定义为[9]:

V
~

ϕ(K,L)=
1
n∫Sn-1

ϕρL(u)
ρK(u
æ

è
ç

ö

ø
÷

)ρn
K(u)dS(u)。 (9)

其中,S表示Sn-1的Lebesgue测度。若ϕ∈C2 满足ϕ(1)=1,在(9)式中令K=L,则任意的K∈Sn
o 有

V
~

ϕ(K,K)=
1
n∫Sn-1

ρn
K(u)dS(u)=V(K)。 (10)
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文献[9]证明了下列对偶的 Minkowski不等式

V
~

ϕ(K,L)≥V(K)ϕ
V(L)

1
n

V(K)
1

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
(11)

等号成立当且仅当K 和L 相互膨胀。
令M*

φ (λ,μ;K,L)表示Mφ(λ,μ;K,L)的极体。

引理1 设K,L∈Kn
oλ>0且μ≥0。φ∈C1 且满足二阶导数φ″存在。当t>0时,令ϕ(t)=φ

1æ
è
ç

ö

ø
÷

t
,当t=0

时,ϕ(0)=lim
t→0

φ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

t
,则M*

φ (λ,μ;K,L)=λ·K*+
~

ϕμ·L*。

证明 因为φ″存在且当t>0时ϕ(t)=φ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

t
,因此ϕ″(t)=φ″

1æ
è
ç

ö

ø
÷

t
1
t4+φ′

1æ
è
ç

ö

ø
÷

t
1
t3
。此即表明ϕ(t)=φ

1æ
è
ç

ö

ø
÷

t
是

凸函数,由φ的定义可知ϕ(t)=φ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

t ∈C2。由(7)式,知ρM*φ
(λ,μ;K,L)(u)=

1
hMφ

(λ,μ;K,L)
。根据Orlicz和的定义,(7)

式和ϕ(t)=φ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

t
得:

1=λφ
hK(u)

hMφ
(λ,μ;K,L)(u

æ

è
ç

ö

ø
÷

)+μφ
hL(u)

hMφ
(λ,μ;K,L)(u

æ

è
ç

ö

ø
÷

)=λφ
ρK*(u)

ρM*φ
(λ,μ;K,L)(u

æ

è
ç

ö

ø
÷

)+μφ
ρL*(u)

ρM*φ
(λ,μ;K,L)(u

æ

è
ç

ö

ø
÷

), (12)

利用(8)和(12)式意味着对任意的u∈Sn-1,ρM*φ
(λ,μ;K,L)(u)=ρλ·K*+~ϕμ

·L*(u)。 证毕

2主要结果

首先,给出Orlicz差分体的定义。设K∈Kn
o,φ∈C1 且τ∈[-1,1],则定义不对称的Orlicz差分体为:

Δτ
φ=Mφ(f1(τ),f2(τ);K,-K), (13)

其中,f1(τ)= φ(1+τ)
φ(1-τ)+φ(1+τ)

,f2(τ)= φ(1-τ)
φ(1-τ)+φ(1+τ)

。当τ=0时,上式为ΔφK=Mφ
1
2
,1
2
;K,-æ

è
ç

ö

ø
÷K 。

由Orlicz和知,ΔφK 是关于原点对称的凸体,称为对称的Orlicz差分体。当φ(t)=tp 且p≥1时,不对称的Or-
licz差分体(13)即是 Wang和 Ma定义的Lp 不对称差分体(2)[7],而对称的 Orlicz差分体即是Lutwak定义的

Lp 差分体(1)[5]。
特别地,有

Δ0φK=ΔφK,Δ1φK=K,Δ-1φ K=-K。 (14)
定理1 设φ∈C1 且满足φ(1)=1。若K∈Kn

o,τ∈[-1,1],则

V(Δτ
φK)≥V(K), (15)

当τ=±1时等号成立,当τ≠±1时等号成立的充要条件是K 是原点对称的凸体。
证明 由 (3)~(5),(13)式及OrliczMinkowski不等式(6),可得

V(Δτ
φK)=

1
n∫Sn-1

hΔτφK(u)dS(Δ
τ
φK,u)=

1
n∫Sn-1

f1(τ)φ
hK(u)
hΔτφK(u
æ

è
ç

ö

ø
÷

)+f2(τ)φ
h-K(u)
hΔτφK(u
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú) hΔτφK(u)dS(Δ

τ
φK,u)=

f1(τ)Vφ(Δτ
φK,K)+f2(τ)Vφ(Δτ

φK,-K)≥

f1(τ)φ
V(K)

1
n

V(Δτ
φK)

1
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
V(Δτ

φK)+f2(τ)φ
V(-K)

1
n

V(Δτ
φK)

1
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
V(Δτ

φK),

此即1≥φ
V(K)

1
n

V(Δτ
φK)

1
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
。因为φ是严格递增函数且φ(1)=1,所以V(Δτ

φK)≥V(K),此即不等式(15)。由(12)

式,可知当τ=±1时不等式(15)取得等号。当τ≠±1时,由 OrliczMinkoski不等式等号成立的条件可知当

Δτ
φK 与K 膨胀,Δτ

φK 与-K 是膨胀的不等式(15)取得等号,说明K=-K,即K 是原点对称的凸体。进一步,

φ是严格凸函数时等号成立当且仅当K 是原点对称的凸体。 证毕

Orlicz差分体Δτ
φK 的极体记为Δτ,*

φ K,可得下列定理2。
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定理2 设φ∈C1 且二阶导数φ″存在及φ(1)=1。当K∈Kn
o,τ∈[-1,1],则

V(Δτ,*
φ K)≤V(K*), (16)

当τ=±1时等号成立,当τ≠±1时号成立的充要条件是K 是原点对称的凸体。

证明 由于φ∈C1 且二阶导数φ″存在,φ严格递增函数满足φ(1)=1,所以令当t>0时ϕ(t)=φ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

t
,当t=0

时ϕ(0)=lim
t→0

φ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

t
。由引理1知,Δτ,*

φ K 的径向函数满足f1(τ)ϕ ρK*(u)
ρΔτ,*φ

(u
æ

è
ç

ö

ø
÷

)+f2(τ)ϕ
ρ(-K)*(u)
ρΔτ,*φ

(u
æ

è
ç

ö

ø
÷

) =1。再结合

(9)式及对偶OrliczMinkowski不等式(11),得

V(Δτ,*
φ K)=1n∫Sn-1

ρn
Δτ,*φ K(u)dS(u)=

1
n∫Sn-1

f1(τ)ϕ ρK*(u)
ρΔτ,*φ K(u
æ

è
ç

ö

ø
÷

)+f2(τ)ϕρ(-K)*(u)
ρΔτ,*φ K(u
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú) ρn
Δτ,*φ K(u)dS(u)=

f1(τ)V
~

ϕ(Δτ,*
φ K,K)+f2(τ)V

~

ϕ(Δτ,*
φ K,-K*)≥

f1(τ)ϕ
V(K*)1n

V(Δτ,*
φ K)

1
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
V(Δτ,*

φ K)+f2(τ)ϕ
V(-K*)1n
V(Δτ,*

φ K)
1

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
V(Δτ,*

φ K),

此即1≥ϕ
V(K*)1n

V(Δτ,*
φ K)

1
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
。因为ϕ是严格递增函数且ϕ(1)=1,所以V(Δτ,*

φ K)≤V(K*)。由(12)式,可知当τ=

±1时不等式(16)取得等号。当τ≠±1时,由对偶OrliczMinkoski不等式等号成立的条件可知当Δτ,*
φ K 与K*

膨胀,Δτ,*
φ K 与-K*是膨胀的不等式(16)取得等号,所以K=-K,即K 是原点对称的凸体。 证毕
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Abstract:TheextremalvaluesinequalityofOrliczdifferencebodiesofconvexbodyinspacewasinvestigated.TheOrliczdifference
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