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摘要:【目的】对于广义凸集与广义凸函数的研究是十分基础而重要的课题,只有广义凸性的基础理论研究不断完善,对广

义凸规划的全面深入的研究才会成为可能。【方法】受凸函数的一个基本结果启发,给出概念并借助相关结果开展论证。

【结果】简化了已有文献所给出的广义凸函数概念,指出函数的广义凸性与函数上图的广义凸性之间的等价关系,并给出

下半连续前提下,F-G广义凸函数与F-G广义弱凸函数之间等价性的新证明。最后,指出函数的广义凸性与函数水平集

的广义凸性之间的内在联系。【结论】将广义凸集和广义凸函数统一在一个结构框架下进行研究,建立了二者之间的桥梁

纽带。
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关于广义凸集及广义凸函数的研究是十分基础而重要的课题。文献[1]对凸集概念做了推广,在给出广义

凸结构的概念和性质基础上,定义了关于广义凸结构F 的凸集、近似凸集、弱凸集3种广义凸集概念,并给出了

这3种广义凸集等价刻画。研究广义凸集的目的是为了更加细致地研究广义凸函数,将凸分析中关于凸函数的

一些结果推广到广义凸函数。
从现有文献看,下面关于凸函数的一个基本结果还未统一推广到广义凸函数。

f是Rn 上的凸函数当且仅当epi(f)={(x,α)x∈Rn,f(x)≤α}是凸集[2-3]。
文献[1,6-7]已经将上述结论推广到预不变(拟)凸函数。
文献[1]中广义凸结构的概念是由文献[4-5]中F-G 广义凸函数概念提炼得到的,基于这一点,本文在文献

[1]的基础上,简化文献[4-5]的F-G 广义凸函数概念。在广义凸结构这一概念背景下,容易建立函数广义凸性

与其上图的广义凸性之间的等价关系,从而将上述凸函数结论推广到F-G 广义凸函数。此外,本文还推广了凸

函数的水平集Sη(f)={xx∈K,f(x)≤η},∀η∈R也是凸集这一结论,并利用广义凸函数上图和水平集的结

果,研究了广义凸函数的若干性质。

1预备知识

定义1[1] 设非空集合K⊆Rn,向量值函数F:K×K×[0,1]→Rn。称F 是K 上的广义凸结构,如果F 满

足以下4个条件:

1)∀λ∈[0,1],∀x∈K,有F(x,x,λ)=x(单点性);

2)∀x,y∈K,有F(x,y,0)∈K,F(x,y,1)∈K(端点性);

3)对∀α,β∈[0,1],且α<β,∀x,y∈K,有:

(a)条件P1:当F(x,y,β)∈K 时,F y,F(x,y,β),1-
αé

ë
êê

ù

û
úúβ
=F(x,y,α);

(b)条件P2:当F(x,y,α)∈K 时,F x,F(x,y,α),β-α1-
é

ë
êê

ù

û
úúα =F(x,y,β);
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4)F 关于λ在[0,1]上连续(λ连续性)。
定义2 设非空集合K⊆Rn,向量值函数F:K×K×[0,1]→Rn,F 是K 上的广义凸结构,则:

1)称K 是关于F 的凸集,如果∀λ∈(0,1),∀x,y∈K,有F(x,y,λ)∈K;

2)称K 是关于F 的近似凸集,如果∃λ∈(0,1),∀x,y∈K,有F(x,y,λ)∈K;
3)称K 是关于F 的弱凸集,如果∀x,y∈K,∃λ∈(0,1),有F(x,y,λ)∈K。
引理1 设F 是K 上的广义凸结构,且F(x,y,u1)∈K,F(x,y,u2)∈K,其中x,y∈K,u1,u2∈[0,1],则对

∀λ∈[0,1],有F(x,y,λu1+(1-λ)u2)=F[F(x,y,u1),F(x,y,u2),λ]。
引理2 K 是闭的关于F 的弱凸集,则K 是关于F 的凸集。
引理3 设F 是K 上的广义凸结构,则 K 是关于F 的近似凸集当且仅当T 在[0,1]中稠密。其中T=

{λλ∈[0,1],F(x,y,λ)∈K,∀x,y∈K}。

2广义凸函数的概念

约定:对于“D⊆R是关于G 的凸集”,这里的D 代表(-∞,+∞)或(0,+∞)。“实值函数f:K→D”含义是

“n元函数f 的定义域是K⊆Rn,值域含于(-∞,+∞)或(0,+∞)”。D 代表(-∞,+∞)还是(0,+∞)要依据

G 的形式来确定。
定义3 设D⊆R是关于G 的凸集,称G 在D 上是正规的,如果∀λ∈[0,1],∀s1,s2,t1,t2∈D,且s1≤s2,

t1≤t2,有G(s1,t1,λ)≤G(s2,t2,λ),并且∀λ∈[0,1],∀s,t∈D 有min{s,t}≤G(s,t,λ)≤ max{s,t}。
定义4 设K⊆Rn 是关于F 的凸集,D⊆R是关于G 的正规凸集,实值函数f:K→D 满足条件∀x,y∈K,

有f[F(x,y,0)]≤G[f(x),f(y),0],f[F(x,y,1)]≤G[f(x),f(y),1]。

1)称f是K 上的F-G 广义凸函数,如果

∀λ∈(0,1),∀x,y∈K,有f[F(x,y,λ)]≤G[f(x),f(y),λ]; (1)

2)称f是K 上的F-G 广义近似凸函数,如果

∃λ∈(0,1),∀x,y∈K,有f[F(x,y,λ)]≤G[f(x),f(y),λ]; (2)

3)称f是K 上的F-G 广义弱凸函数,如果

∀x,y∈K,∃λ∈(0,1),有f[F(x,y,λ)]≤G[f(x),f(y),λ]。 (3)
注1 F-G 广义凸函数简称为广义凸函数,其特例很多[4]。下面仅给出拟凸函数的定义。
在定义2中,若取F(x,y,λ)=λx+(1-λ)y,G(s,t,λ)=max{s,t},则有特例:设K 为凸集,f:K→R,称f是

K 上的拟凸函数[8-9],如果∀λ∈(0,1),∀x,y∈K,有f(λx+(1-λ)y)≤ max{f(x),f(y)}。近似拟凸函数与弱

拟凸函数可以按照定义4相应生成。
此外定义4中条件:

∀x,y∈K,有f[(x,y,0)]≤G[f(x),f(y),λ],f[F(x,y,1)]≤G[f(x),f(y),1]
在后面叙述中被称为f在K 上具有F-G 端点广义凸性(简称端点广义凸性)。

注2 广义凸函数一定是广义近似凸函数,广义近似凸函数一定是广义弱凸函数,反之一般不成立。

例[8-9] 设Q为有理数集,f(x)=
0,x∈Q
1,x∉{ Q

,则∃λ∈(0,1)∩Q,∀x,y∈R,有f(λx+(1-λ)y)≤max{f(x),

f(y)}。这说明f是R上的近似拟凸函数,但当λ∈(0,1)\Q,总存在x,y∈Q,使得λx+(1-λ)y是无理数,从而

f(λx+(1-λ)y)>max{f(x),f(y)},这说明f不是拟凸的。

设f(x)=
1,x=0
0,x≠{ 0

,则对x,y∈R,∃λ∈(0,1),有f(λx+(1-λ)y)≤max{f(x),f(y)}。这说明f是R上

的弱拟凸函数,但对∀λ∈(0,1),总存在x,y∈R,且x,y≠0,使得λx+(1-λ)y=0,从而f(λx+(1-λ)y)>
max{f(x),f(y)},这说明f不是近似拟凸的。

3广义凸函数的上图

接下来建立函数的广义凸性与其上图的广义凸性之间的等价关系,首先需要明确如下(4),(5)式。
实值函数f:K→D 的上图记为:

2 重庆师范大学学报(自然科学版) http://www.cqnuj.cn           第34卷



epi(f)={(x,α)x∈K,f(x)≤α} (4)
令

(F×G)(P,Q,λ)=(F(x,y,λ),G(α,β,λ)) (5)
其中P(x,α),Q(y,β)∈epi(f),λ∈[0,1]。

定理1 若f是K 上的F-G 广义(近似、弱)凸函数,则F×G 是epi(f)上的广义凸结构。
证明 这里以验证F×G 在epi(f)上满足定义1中的端点性来加以说明。对∀P(x,α),Q(y,β)∈epi(f),

有

(F×G)(P,Q,0)=(F(x,y,0),G(α,β,0)),(F×G)(P,Q,1)=(F(x,y,1),G(α,β,1))。
由f的端点广义凸性及G 的正规性知,

f[F(x,y,0)]≤G[f(x),f(y),0]≤G(α,β,0),f[F(x,y,1)]≤G[f(x),f(y),1]≤G(α,β,1),
故(F×G)(P,Q,0)∈epi(f),(F×G)(P,Q,1)∈epi(f),这说明F×G 在epi(f)上满足端点性。 证毕

定理2 设K⊆Rn 是关于F 的凸集,D⊆R是关于G 的正规凸集,则

1)f是K 上的F-G 广义凸函数当且仅当epi(f)是关于F×G 的凸集;

2)f是K 上的F-G 广义近似凸函数当且仅当epi(f)是关于F×G 的近似凸集;

3)f是K 上的F-G 广义弱凸函数当且仅当epi(f)是关于F×G 的弱凸集。
证明 仅证1),同理可证2)、3)。
由定理1知,(F×G)(P,Q,λ)是epi(f)上的广义凸结构。任取P(x,α),Q(y,β)∈epi(f),则f(x)≤α,

f(y)≤β。
当f是K 上的F-G 广义凸函数时,对∀λ∈(0,1),有f[(F(x,y,λ)]≤G[f(x),f(y),λ]≤G(α,β,λ),即

(F×G)(P,Q,λ)=(F(x,y,λ),G(α,β,λ))∈epi(f),据定义2知,epi(f)是关于F×G 的凸集。
反之,任取x,y∈K,则P(x,f(x)),Q(y,f(y))∈epi(f)。当epi(f)是关于F×G 的凸集时,对∀λ∈[0,1],

有(F×G)(P,Q,λ)=(F(x,y,λ),G(f(x),f(y),λ))∈epi(f),即f[(F(x,y,λ)]≤G[f(x),f(y),λ]。据定义4
知,f是K 上的F-G 广义凸函数。 证毕

注3 在定理2的结论1)中,如果令

F(x,y,λ)=λx+(1-λ)y,∀x,y∈K;G(s,t,λ)=λs+(1-λ)t,∀s,t∈R,
就得到本文开篇叙述的凸分析中的结论。

如果令

F(x,y,λ)=y+λη(x,y),∀x,y∈K;G(s,t,λ)=λs+(1-λ)t或G(s,t,λ)=λs+(1-λ)t,∀s,t∈R,
就会分别得到文献[6]的定理3和文献[7]的定理3.5:

f:K→R是K 上的预不变拟凸函数当且仅当epi(f)={(x,α)x∈K,f(x)≤α}是η-不变凸集(η-不变凸集

的定义参见文献[6])。

f:K→R是K 上的预不变凸函数当且仅当epi(f)={(x,α)x∈K,f(x)≤α}是G-不变凸集(G-不变凸集的

定义参见文献[7])。
由于函数的下半连续性等价于其上图的闭性,由此可得如下结论。
推论1 若f:K→D 是K 上的下半连续函数,则f是K 上的F-G 广义凸函数等价于f 是K 上的F-G 广义

弱凸函数。
证明 仅证充分性。由f是K 上的F-G 广义弱凸函数及定理2的结论3)知,上图epi(f)是关于F×G 的

弱凸集。
由f在K 上的下半连续性知,epi(f)是闭集,进而由引理2知,epi(f)是关于F×G 的凸集。
由定理2的结论1)知,f是K 上的F-G 广义凸函数。 证毕

推论2[1,5,10-11] 若f:K→R是K 上的下半连续函数,则f是K 上的预不变(拟)凸函数当且仅当f是K 上

的弱预不变(拟)凸函数。

注4[9] 上述推论1对于上半连续函数是不成立的,例如注2给出的f(x)=
1,x=0
0,x≠{ 0

,显然f(x)在R是

上半连续,且f是R上的弱拟凸函数,但f不是拟凸函数。

3第1期               黄金莹,等:广义凸函数的上图与水平集



定理3 f是K 上的F-G 广义近似凸函数当且仅当Tf 在[0,1]中稠密。其中

Tf={λλ∈[0,1],f[F(x,y,λ)]≤G[f(x),f(y),λ],∀x,y∈K}。
证明 充分性根据定义4是显然的,下证必要性。
由定理2的结论2)知,当f是K 上的F-G 广义近似凸函数时,epi(f)是关于F×G 的近似凸集。再由引理

3知,T={λλ∈[0,1],(F×G)(P,Q,λ)∈epi(f),∀P(x,α),Q(y,β)∈epi(f)}在[0,1]中稠密。
因为

Tf={λλ∈[0,1],f[F(x,y,λ)]≤G[f(x),f(y),λ],∀x,y∈K}=
{λλ∈[0,1],(F×G)(P,Q,λ)∈epi(f),∀P(x,f(x)),Q(y,f(y))∈epi(f)},

故T⊆Tf,进而Tf 在[0,1]中稠密。 证毕

与上述定理3相同或类似的结果几乎出现在所有研究半连续函数的广义凸性的文献中,本文的叙述和证明

相对来说是简洁的。

4广义凸函数的水平集

与上图类似的是函数的水平集,其广义凸性与函数自身的广义凸性也有密切的联系。
定理4 若f是K 上的F-G 广义(近似、弱)凸函数,则F 是Sη(f)上的广义凸结构。
证明 仅验证F 在Sη(f)上满足定义1中的端点性。
对∀x,y∈Sη(f),有f(x)≤η,f(y)≤η。由f的端点广义凸性及G 的正规性知,

f[F(x,y,0)]≤G[f(x),f(y),0]≤max{f(x),f(y)}≤η,

f[F(x,y,1)]≤G[f(x),f(y),1]≤max{f(x),f(y)}≤η,
故F(x,y,0)∈Sη(f),F(x,y,1)∈Sη(f),这说明F 在Sη(f)上满足端点性。 证毕

定理5 设K⊆Rn 是关于F 的凸集,D⊆R是关于G 的正规凸集,则:

1)若f是K 上的F-G 广义凸函数,则对∀η∈R,Sη(f)是关于F 的凸集。

2)若f是K 上的F-G 广义近似凸函数,则对∀η∈R,Sη(f)是关于F 的近似凸集。

3)若f是K 上的F-G 广义弱凸函数,则对∀η∈R,Sη(f)是关于F 的弱凸集。
证明 仅证1),同理可证2)、3)。
由定理4知,F 是Sη(f)上的广义凸结构。任取x,y∈Sη(f),则f(x)≤η,f(y)≤η。
当f是K 上的F-G 广义凸函数时,对∀λ∈(0,1),有

f[F(x,y,λ)]≤G[f(x),f(y),λ]≤max{f(x),f(y)}≤η。
即F(x,y,λ)∈Sη(f),据定义2知,Sη(f)是关于F 的广义凸集。 证毕

文献[2]中将特取G(s,t,λ)=λs+(1-λ)t和G(s,t,λ)=max{s,t}的F-G 广义凸函数分别称为F 凸函数和

F 拟凸函数,对应的也有F 近似(弱)凸函数和F 近似(弱)拟凸函数的概念。
对于F 拟凸函数来说上述命题还是充要的。
定理6 设K⊆Rn 是关于F 的凸集,f:K→D,则:
1)若f是K 上的F 拟凸函数当且仅当∀η∈R,Sη(f)是关于F 的凸集。

2)若f是K 上的F 近似拟凸函数当且仅当∀η∈R,Sη(f)是关于F 的近似凸集。

3)若f是K 上的F 弱拟凸函数当且仅当∀η∈R,Sη(f)是关于F 的弱凸集。
证明 仅证1),同理可证2)、3)。
必要性。由定理5的结论1)直接得到。
充分性。∀x,y∈K,取η=max{f(x),f(y)},由此得到的水平集Sη(f)={xx∈K,f(x)≤η}为关于F 的

广义凸集,且x,y∈Sη(f)。
于是∀λ∈[0,1],F(x,y,λ)∈Sη(f),即f[F(x,y,λ)]≤η=max{f(x),f(y)},故f是K 上的F 拟凸函数。

证毕

定理7 f是K 上的F-G 广义凸函数当且仅当f 是K 上的F-G 广义近似凸函数和F 拟凸函数。
证明 必要性是显然的,下证充分性。由定理2的结论1)知,只需证epi(f)是关于F×G 的凸集。因f是

K 上的F-G 广义近似凸函数和F 拟凸函数,由定理2的结论2)及定理6的结论1),分别有epi(f)是关于F×G
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的近似凸集,∀η∈R,Sη(f)是关于F 的凸集。
由引理3知,

T={λλ∈[0,1],(F×G)(P,Q,λ)∈epi(f),∀P(x,α),Q(y,β)∈epi(f)}
在[0,1]中稠密。

任意取定P(x,α),Q(y,β)∈epi(f)及λ∈(0,1),有f(x)≤α,f(y)≤β,且∃λn∈T,使得λn→λ。
令ηn=G(α,β,λn),η=G(α,β,λ),则ηn→η,且

min{f(x),f(y)}≤min{α,β}≤G(α,β,λn)=ηn, (6)

f[F(x,y,λn)]≤G(α,β,λn)=ηn。 (7)
讨论如下:

1)当f(x)=min{f(x),f(y)}时,由(6),(7)式知,x∈Sηn
(f),F(x,y,λn)∈Sηn

(f)。因Sηn
(f)是关于F 的

凸集,故对∀t∈(0,1),F[x,F(x,y,λn),t]∈Sηn
(f)。可令λn<λ,特取t=λ-λn

1-λn
,由条件P2 知,F(x,y,λ)=

F[x,F(x,y,λn),t],从而F(x,y,λ)∈Sηn
(f)。

2)当f(y)=min{f(x),f(y)}时,由(6),(7)式知,y∈Sηn
(f),F(x,y,λn)∈Sηn

(f)。因Sηn
(f)是关于F 的

凸集,故对∀t∈(0,1),F[y,F(x,y,λn),t]∈Sηn
(f)。可令λn>λ,特取t=1-λ

λn
,由条件P1 知,F(x,y,λ)=

F[y,F(x,y,λn),t],从而F(x,y,λ)∈Sηn
(f)。

根据以上讨论,对任意P(x,α),Q(y,β)∈epi(f)及λ∈(0,1),总有F(x,y,λ)∈Sηn
(f),即f[F(x,y,λ)]≤

ηn。由ηn→η知,f[F(x,y,λ)]≤η,即(F×G)(P,Q,λ)∈epi(f)。故epi(f)是关于F×G 的凸集。 证毕

5结论

以凸集与凸函数作为工具讨论最值问题是优化理论的核心内容之一。但随着优化理论研究的深入和现实

问题的复杂化,人们发现问题并不总是以凸性的形式呈现,大量的非凸优化问题等待解决。解决方式之一是将

凸向非凸去推广。推广过程中,国内外学者创建了大量的具体广义凸函数。
本文正是通过对这些广义凸函数共性的提炼,最终建立了以广义凸结构为背景的广义凸函数概念,将广义

凸集和广义凸函数统一在一个结构框架下进行研究,建立了二者之间的桥梁纽带,由此不但可以得到广义凸函

数已有性质的简洁叙述和证明,而且可以将凸函数的若干性质推广到广义凸函数,得到的新性质。
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EpigraphandLevelSetofGeneralizedConvexFunctions
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Abstract:[Purposes]Thestudyofgeneralizedconvexsetsandgeneralizedconvexfunctionsareveryimportant,becausethedevelop-
mentsofgeneralizedconvextheorycanprovidethepossibletostudythegeneralizedconvexprogramming.[Methods]Someconcepts
andproofsweregivenbytheresultsofconvexfunctions.[Findings]First,theconceptsofgeneralizedconvexfunctionsweresimpli-
fiedandtheequivalentrelationshipsbetweengeneralizedconvexityoffunctionsandepigraphwereintroduced.Second,baseonthe
conditionoflowersemi-continuous,thenewproofofequivalentrelationshipsbetweenF-GgeneralizedconvexandF-Ggeneralized
weaklyconvexfunctionswasgiven.Last,therelationshipsbetweengeneralizedconvexityoffunctionsandlevelsetswereintro-
duced.[Conclusions]Generalizedconvexsetsandgeneralizedconvexfunctionswerestudiedinacommonstructuralframework,and
alinkwasestablishedbetweenthem.
Keywords:generalizedconvexfunctions;generalizedconvexstructure;generalizedconvexsets;epigraph;levelsets
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