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线性约束多项式整数规划问题的全局最优性条件
*
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摘要:【目的】带有线性等式约束的多项式整数规划问题有着广泛地实际应用,而且是 NP-难问题。全局最优性条件作为

理论研究是对全局最优解进行刻画,同时也是设计算法的重要依据。【方法】利用罚函数方法对此进行讨论,并用数值例

子进行验证。【结果】给出了一类带有线性等式约束的多项式整数规划问题的全局最优性条件,包括充分性条件和必要性

条件。【结论】通过所给的数值例子说明可以利用所给的全局最优性条件来判断一个给定的点是否是全局极小点。

关键词:多项式整数规划;线性等式约束;全局最优性条件

中图分类号:O221.1 文献标志码:A    文章编号:1672-6693(2017)01-0007-05

1预备知识

考虑如下带有线性约束的多项式整数规划问题(Polynomialintegeroptimizationproblemswithlinearcon-
straints,LPOP):

minf(x)=∑
n

i=1
∑
m

k=3
b(k)

i xk
i +12x

TAx+aTx,

s.t.Bx+c=0,x∈SI,

其中SI={(x1,…,xn)T|xi∈{ui,ui+1,…,vi},i=1,2,…,n},A∈Sn,Sn 是n×n阶实对称矩阵构成的集合,B
是m×n阶实矩阵,对∀i=1,…,n,k=3,…,n,b(k)

i ,ui,vi∈R且ui<vi,x,a,c∈Rn。

多项式规化问在工程设计、网络分布、通信管理以及选址分配问题等科学研究领域有着广泛的应用。此外,

多项式规化问题还包含了一大类的优化问题,包括二次优化问题、组合优化问题及三次多项式优化问题等,所以

关于多项式规划问题的研究成果就可以应用到这些优化问题上来。由于带有非负特征值的二次规划问题是

NP-难的,因此多项式规划问题也是NP-难的。在实际应用中,许多组合优化问题的目标函数可以被描述为问题

(LPOP)目标函数的形式,如三次多项式逼近问题[1]、工程设计问题[2];并且一些著名测试函数的目标函数也属

于该类问题目标函数的形式,如六峰值驼背函数优化问题、修正的四阶DeJong函数。近些年来,多项式规划问

题的一些特殊形式得到研究。Billionneta等人[3]利用QCR法求解了带有线性等式约束的二次{0,1}规划问题。

在此基础上,他们在文献[4]中求解了带有线性约束和混合整数约束的二次规划问题;Aardal等人[5]对一类整数

线性等式系统问题进行了研究,而这些问题可以描述为问题(LPOP)的形式;李国权[6]利用罚函数的方法研究了

带有线性等式约束二次整数规划问题的全局最优性条件;吴至友等人[7]研究了带有线性等式约束二次{0,1}规
划问题的全局最优性条件,特别地,由于二次指派问题可以转化为带有线性等式约束二次{0,1}规划问题,从而

也得到了二次指派问题的全局最优性条件;全靖等人[8]研究了一类多项式整数规划问题的全局最优性条件。

受上述文献的启发,利用罚函数的方法来研究一类带有线性等式约束多项式整数规划问题的全局最优性条

件,所给出的充分条件和必要条件是比较容易验证的,并且推广了文献[6-7]中相应的一些结果。

* 收稿日期:2016-01-08  修回日期:2016-06-18  网络出版时间:2017-01-12 11:29
资助项目:国家自然科学基金(No.11471062;No.11401064);重庆市自然科学基金(No.cstc2013jcyjA-00021);重庆市教委科技项目(No.

KJ1500302)

第一作者简介:陈露,女,研究方向为最优化理论与算法,E-mail:1203702404@qq.com;通信作者:李国权,副教授,E-mail:ligq@cqnu.edu.cn
网络出版地址:http://www.cnki.net/kcms/detail/50.1165.n.20170112.1129.004.html



下面先给出文中所要用到的一些基本的结果与记号:R表示实线性空间,Rn 表示n 维欧氏空间。对于向量

x,y∈Rn,x≥y表示对∀i=1,2,…,n,有xi≥yi,记号A≥B表示A-B 是半正定矩阵。用diag(q1,…,qn)表示

对角元素为q1,…,qn 的对角矩阵。

首先考虑如下一类多项式整数规划问题POP:

minf(x)=∑
n

i=1
∑
m

k=3
b(k)

i xk
i +12x

TAx+aTx,

s.t.x∈SI。

令αxi
:= min

(a+Ax)i+∑
m

k=3
b(k)i (xk-1

i +xk-2
i xi+…+xixk-2

i +xk-1
i )

(xi-xi)
,xi∈{ui,ui+1,…,vi},xi≠x{ }i

,

αx:=(αx1
,…,αxn

)T,则有如下引理。

引理1[8] (问题(POP)的全局最优充分性条件)令x∈SI,若条件[SC1]-diag(αx)≤12A
成立,则x是问题

(POP)的全局极小点。

引理2[8] (问题(POP)的全局最优必要性条件)若x∈SI 是问题(POP)的全局极小点,则条件[NC1]

-diag(αx)≤12diag
(A)成立,其中diag(A)表示矩阵A的对角元生成的对角矩阵。

2问题(LPOP)的全局最优性条件

考虑问题(LPOP)不失一般性,假设B和c的所有分量都是整数,并且问题(LPOP)的可行集S:={x∈SI|

Bx+c=0}≠∅,即问题(LPOP)的全局极小点存在。

对于问题(LPOP),定义Fλ(x)=f(x)+λ
2 Bx+c 2,其中λ是一个参数且λ>0。可以将Fλ(x)改写为:

Fλ(x)=f(x)+λ
2
(Bx+c)T(Bx+c)=

∑
n

i=1
∑
m

k=3
b(k)

i xk
i +12x

T(A+λBTB)x+xT(a+λBTc)+λ
2c

Tc。

考虑如下规划问题:
(Fλ)minFλ(x)

s.t.x∈SI,

令f*:=min
x∈S

f(x),f:=max
x∈SI

f(x),η:=min
x∈SI\S

Bx+c 2,f:=min
x∈SI

f(x),λ0:=
2(f*-f)

η
,则显然有f*≥f,

η≥1(因为假设B和c的所有分量都是整数且Bx+c≠0)且λ0≥0。
接下来给出一个非常重要的定理,为问题(Fλ)与问题(LPOP)的全局最优解建立起了联系。

定理1 若x∈SI,λ>λ0,则x是问题(Fλ)的全局极小点当且仅当x是问题(LPOP)的全局极小点。

证明 (必要性)假设x是问题(LPOP)的全局极小点,则x∈S且f(x)≥f(x),∀x∈S。
下面证明x也是问题(Fλ)的全局极小点。

1)对∀x∈SI,有Fλ(x)=f(x)≥f(x)=Fλ(x),即Fλ(x)≥Fλ(x),∀x∈S。

2)对任意的x∈SI\S,有Fλ(x)=f(x)+λ
2‖Bx+c‖

2≥f+λ
2η≥f

*=f(x)=Fλ(x)。

因此,Fλ(x)≥Fλ(x),∀x∈SI,则x是问题(Fλ)的全局极小点。
(充分性)反之,如果x是问题(Fλ)的全局极小点,则x∈SI 且Fλ(x)≥Fλ(x),∀x∈SI。

首先证明x∈SI。事实上,若x∈SI\S,则有‖Bx+c‖2≥η且

Fλ(x)=f(x)+λ
2‖Bx+c‖2≥f(x)+λ

2η>f
(x)+f*-f≥f*。 (1)
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假设x*∈S是问题(LPOP)的全局极小点,则f*=f(x*),且由前半部分证明知道x*也是问题(Fλ)(λ>λ0)
的全局极小点,所以

f*=f(x*)=Fλ(x*)。 (2)

因此由(1),(2)式可知,Fλ(x)>Fλ(x*),这与x是问题(Fλ)的全局极小点矛盾,因此x∈SI。

综上所述,对任意的x∈S,有f(x)=Fλ(x)≥Fλ(x)=f(x),x即为问题(LPOP)的全局极小点。 证毕

下面给出问题(LPOP)的全局最优性条件。

定理2 (问题(LPOP)的全局最优充分性条件)令x∈S,λ>λ0,若条件[SC2]-diag(αx)≤12
(A+λBTB)成

立,则x是问题(LPOP)的全局极小点。

证明 令

βxi
:=min

(a+λBTc+(A+λBTB)x)i+∑
m

k=3
b(k)

i (xk-1
i +xk-2

i xi+…+xixk-2
i +xk-1

i )

(xi-xi){ ,

xi∈ {ui,ui+1,…,vi},xi≠xi} ,βx:=(βx1
,…,βxn

)T。

由引理1知,如果条件-diag(βx)≤12
(A+λBTB)成立,则x是问题(Fλ)的全局极小点。

此外由x∈S可知Bx+c=0,从而有a+Ax+λBTBx+λBTc=a+Ax+λBT(Bx+c)=a+Ax,故βx=αx。

因此

-diag(βx)≤12
(A+λBTB)⇔-diag(αx)≤12

(A+λBTB)⇒

 x是问题(Fλ)的全局极小点⇔x是问题(LPOP)的全局极小点。 证毕

推论1 对于问题(LPOP),当b(k)
i =0(i=1,…,n,k=3,…,m)时,令x∈S,λ>λ0,若[SC3]-diag(αx)≤

1
2
(A+λBTB)成立,则x是问题(LPOP)的全局极小点。

注1 推论1的结论与文献[6]中定理2.2.2是一致的。

注2 当b(k)
i =0,ui=0,vi=1(i=1,…,n,k=3,…,m)时,推论1与文献[7]中推论1是一致的。

定理3 (问题(LPOP)的全局最优必要性条件)令λ>λ0,且x∈S 是问题(LPOP)的全局极小点,则条件

[NC2]-diag(αx)≤12diag
(A+λBTB)成立。

定理3的证明方法与定理2的方法类似。

推论2 对于问题(LPOP),当b(k)
i =0(i=1,…,n,k=3,…,m)时,令λ>λ0 且x∈S是问题(LPOP)的全局

极小点,则条件[NC3]-diag(αx)≤12diag
(A+λBTB)成立。

注3 推论2与文献[6]中定理2.2.3是一致的。

注4 假设问题(LPOP)的可行集S非空,因此方程组Bx+c=0存在整数解,又因为Bx+c=0是线性方程

组,所以若能够通过求解该线性方程组顺利找到问题(LPOP)的任意一个可行点x*,再由f(x*)≥f*及η≥1,

令λ=2(f(x*)-f)+1,从而有λ>
2(f*-f)

η
=λ0,但是在大多数情况下求解线性方程组Bx+c=0求得的解并

不是整数解或者并不可行。

注5 由于f*=minx∈Sf(x)≤maxx∈Sf(x)≤maxx∈SIf(x),因此f*≤︵
f,所以令

λ=2(︵f-f)+1>
2(f*-f)

η
=λ0。

因此,在一般情况下如果要确定λ0 的值只需要利用文献[9]中给出的全局优化算法分别求出 minx∈SIf(x)和 
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minx∈SI-f(x)的全局极小值即可。

接下来将给出两个数值例子用以说明如何使用本节所给出的全局最优性条件来判断给定点是否是全局最

优解,所给出的例子还表明满足全局最优必要性条件的点也可能不是全局最优解。

例1 考虑如下规化问题

(EP1)  minf(x)=3x31-x41-4x42+3x52+x21-2x2-2x1x2+2x1-x2,

s.t.x1-x2+1=0,x1,x2∈{0,1,2},

这里A=
1 -2æ

è
ç

ö

ø
÷

-2 -4
,a=(2,-1)T,B=(1,-1)。

将x2=x1+1带入f(x)消去x2,通过解如下规划问题

minf(x)=3x51+10x41+29x31+6x21-x1-1,

s.t.x1∈{0,1,2}。

得到问题(EP1)的全局最优解为x=(0,1)T,故f*=-4。通过计算得f=-4,η=1,λ0=0,a+Ax=(0,-5)T,

αx1=2,αx2=6,A+λB
TB=

1+λ -2-λ
-2-λ -4+

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ
。

当λ>λ0=0时有A+λBTB+2diag(αx)=
5+λ -2-λ
-2-λ 8+

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ
≥0,所以全局最优充分性条件[SC2]在x处成

立,因此x是问题(EP1)的全局极小点。并且当λ>λ0=0时,-αx1=-2≤
1+λ
2
,-αx2=-6≤

-4+λ
2

,所以全局

最优必要性条件[NC2]在x处也成立。

例2 考虑如下规化问题

(EP2)  minf(x)=x41-x32-x21+2x22+2x1x2+2x1-9x2,

s.t.x1-x2+1=0,x1,x2∈{0,1,2}。

这里A=
-2 2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 4
,a=(2,-9)T,B=(1,-1),通过计算知道f*=-12,f=-18,η=1,λ0=12。a+Ax=

(4,1)T,αx1=-5αx2=
3
2
,A+λBTB=

-2+λ 2-λ
2-λ 4+

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ
。

当λ>λ0=12时有-αx1=5≤
-2+λ
2

,-αx2=-3≤
4+λ
2
,所以全局最优必要性条件[NC2]在x处成立。但不

难发现全局最优充分性条件[SC2]在x处却不满足,因为当λ>12时,矩阵

A+λBTB+2diag(αx)=
-12+λ 2-λ
2-λ 7+

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ
不一定是半正定的,所以全局最优充分性条件[SC2]在x处不成立。
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GlobalOptimalityConditionsforaClassofPolynomialIntegerProgramming
ProblemswithLinearConstraints

CHENLu,LIGuoquan
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Inthispaper,aclassofpolynomialintegerprogrammingproblemswithlinearequalityconstraintsisconsid-

ered.ThisclassofproblemshasawiderangeofpracticalapplicationsandisNPhard.Globaloptimalityconditionsaretocharacter

theglobalminimizeastheoreticalresearch,whicharealsoimportantcriterionfordesigningglobaloptimizationmethods.[Methods]

Westudytheglobaloptimalityconditionsbyusingthepenaltyfunctionmethod,andgivesomeexamplestoillustratehowtousethe

globaloptimalityconditionstocheckagivenpointisorisnotaglobalminimizer.[Findings]Someglobaloptimalityconditionsfor

suchproblemsarepresented,includingthenecessaryglobaloptimalityconditionsandsufficientglobaloptimalityconditions.[Con-

clusions]Theglobaloptimalityconditionscanbeusedtocheckagivenpointisorisnotaglobalminimizer.

Keywords:polynomialintegerprogramming;linearequalityconstraints;globaloptimalityconditions
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