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Hanner不等式及其推广
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摘要:【目的】给出 Hanner不等式的一个非常简洁的初等证明。【方法】利用幂函数的级数展式进行研究。【结果】得到了

Hanner不等式的一个简洁证明。【结论】在幂函数的级数展式基础上得到了2个 Hanner不等式的推广。
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Hanner[1]在研究Lp 空间的凸性时,给出了一个后来被称为Hanner不等式的范数不等式,文献[2-3]给出了

Hanner范数不等式的进一步推广。在文献[4]中给出了关于非负数的 Hanner不等式,即对任意1<p<2和

0<b<a有不等式

(a+b)p+(a-b)p≥2ap+p(p-1)ap-2b2 (H)
成立。当t>0时y=tp 是凸函数。由凸函数的性质可知,对任意的0<b<a有

(a+b)p+(a-b)p≥2ap (1)
成立。

显然,Hanner不等式是(1)式的改进。这里利用幂函数的级数展式,给出Hanner不等式的一个非常简洁的

初等证明,并由这个证明,可以得到Hanner不等式的进一步推广。
证明 首先,对任意1<p<2和0<r<1,设

g(r)=(1+r)p+(1-r)p-2-p(p-1)r2,
对任意-1<x<1,幂级数

(1+x)p=1+px+p
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成立。因此,对任意的0<r<1,有
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由(2)式得到,对任意1<p<2和0<r<1有

(1+r)p+(1-r)p≥2+p(p-1)r2。 (3)

对任意0<b<a,在(3)式中令r=b
a
,则0<r<1且
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以上则是Hanner不等式的一个简洁证明。
实际上,由(2)式还可以得到,对任意1<p<2和0<r<1有

(1+r)p+(1-r)p≥2+p(p-1)r2+p
(p-1)(p-2)(p-3)

12 r4。 (4)

类似地,由(2)式也可以得到Hanner不等式的推广。
推广1 对任意1<p<2和0<b<a有不等式
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(a+b)p+(a-b)p≥2ap+p(p-1)ap-2b2+p
(p-1)(p-2)(p-3)

12 ap-4b4 (5)

和

(a+b)p+(a-b)p≥2ap+p(p-1)ap-2b2+p
(p-1)(p-2)(p-3)

12 ap-4b4+

p(p-1)(p-2)(p-3)(p-4)(p-5)
360 ap-6b6 (6)

成立。
当2<p<3时,(2)式右端从第三项起,其系数均为负。因此,可以得到如下推广。
推广2 对任意的2<p<3和0<b<a,不等式

(a+b)p+(a-b)p≤2ap+p(p-1)ap-2b2 (7)
和

(a+b)p+(a-b)p≤2ap+p(p-1)ap-2b2+p
(p-1)(p-2)(p-3)

12 ap-4b4 (8)

成立。
从得到的结论表明,当2<p<3时不等式(7)式和(8)式刚好与1<p<2时的不等式(H)和(5)式不等号相

反。由(2)式还可以进一步讨论当3<p<4等其他情形。
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Abstract:[Purposes]GiveapreliminaryproofoftheHanner’sinequality.[Methods]Makinguseoftheseriesexpansionofpower
function.[Findings]GetapreliminaryproofoftheHanner’sinequality.[Conclusions]Baseontheseriesexpansionofpowerfunc-
tion,gettwogerneralizationsofHanner’sinequality.
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