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自入射代数平凡扩张的复杂度
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摘要:【目的】设Λ是一个连通的有限表示型的有限维自入射代数,T(Λ)是其平凡扩张代数。本研究主要目的是找出Λ的

复杂度与T 的复杂度之间的关系。【方法】首先当Λ是满足Fg假设的自入射代数时,Λ的表示维数大于等于Λ 的复杂度

加1,且有限表示型的表示维数等于2,所以Λ的复杂度小于等于1;又因为自入射代数Λ上的模的有无限投射维数,所以

Λ的复杂度大于等于1,因而得到Λ的复杂度为1。其次,通过构造T(Λ)上单模的投射分解,具体计算T(Λ)上单模的投

射分解中每一项Pt(M)的维数,得到对几乎所有的t,存在λ>0,使得dimPt(M)≤λt,利用复杂度定义即有T(Λ)的复杂

度为2。【结果】因而得到T(Λ)的复杂度为Λ的复杂度加1。【结论】该结果丰富了无限表示型自入射代数与其平凡扩张

代数的复杂度之间存在加1关系的结果。选取非Koszul代数的例子说明本结论成立。
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1977年,Alperin在研究群代数的Auslander-Reiten箭图的结构时引入了模的复杂度的定义[1],它描述了模

的极小投射分解中每项的增长速度。模的复杂度是一个重要的代数不变量。1982年,Webb证明群环RG的

Auslander-Reiten箭图上的连通分支上的任意两个模具有相同的复杂度[2]。2000年,Guo和 Wu引入了Loewy
矩阵,Level维数向量,将代数表示论中Coxeter矩阵的方法推广应用于Koszul自入射代数的研究,给出了Kos-
zul自入射代数复杂度有限当且仅当其谱半径为1[3]。代数的复杂度与表示型之间存在紧密的联系:如2006年,

Solberg讨论了有限表示型与复杂度之间的关系[4];2009年,在文献[5]中,Guo等人给出了根三次方为0的对称

Koszul代数的分类,他们得到代数闭域上根三次方为0的自入射代数是有限表示型的当且仅当其复杂度为1,是

tame表示型的当且仅当其复杂度为2,是wild表示型的当且仅当其复杂度无限。
模的支撑簇是一个强有力的不变量,对于群代数或者是余交换的 Hopf代数,它由群的上同调环的极大理

想谱来定义。在文献[6]中,Erdmann等人引入有限生成Fg假设,对于一般的有限维代数,若该代数满足有限生

成假设,则模的支撑簇的定义可由群的上同调环的极大理想的谱转为考虑 Hochschild上同调环的子代数,因而

大量的关于有限群的支撑簇的理论的结论能够一般化到有限维代数。因此考虑一个代数是否满足Fg假设逐渐

变为一个研究热点:如任意外代数满足Fg假设[7],代数闭域上有限表示型的有限维自入射代数满足Fg假设[8]等。
近些年,复杂度与其他概念的联系得到了越来越多的研究。在文献[7]中,Bergh研究了复杂度和表示维数

的关系,得到在代数满足Fg假设的条件下,其表示维数不小于其复杂度加1。在文献[2]中,Webb确定了有限

群的群代数的稳定Auslander-Reiten箭图的形状,在文献[6]中,Erdmann等人一般化了 Webb的结果,得到在

满足有限生成假设的条件下,有限生成模的支撑簇的维数等于该模的复杂度。
在文献[9]中,Guo等人得到Koszul自入射代数Λ的平凡扩张代数T(Λ)的复杂度为Λ 的复杂度加1。由

文献[10]的定理1.5知,文献[9]中所考虑的代数若其根平方不为0,则其是无限表示型的。很自然地,提出下面

的问题:是否有限表示型的自入射代数的复杂度与其平凡扩张代数的的复杂度也存在文献[9]中的关系? 本研究

正是考虑这个问题,且得到有限表示型的自入射代数平凡扩张代数T(Λ)的复杂度确实为代数Λ的复杂度加1。
本研究结构如下:第1节介绍一些基本知识;第2节通过考虑有限表示型自入射代数Λ平凡扩张代数T(Λ)
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的单模的投射分解,得到代数T(Λ)的复杂度为代数Λ的复杂度加1。

1预备知识

设k是一个域,Λ是域k上的有限维代数。用modΛ表示有限生成的左Λ-模范畴(若不作特别说明,本研究

中所考虑的模均指左模)。
设D=Homk(-,k)是标准对偶函子,则 DΛ 有一个典型的Λ-双模结构,即对任意λ1,λ2∈Λ,f∈DΛ,

(λ1·f)(λ2)=f(λ2λ1);(f·λ1)(λ2)=f(λ1λ2)。

Λ的平凡扩张代数T(Λ)=Λ▷DΛ 定义为向量空间Λ ⊕DΛ,对任意的a,b∈Λ,x,y∈DΛ,其乘法定义为

(a,x)(b,y)= ab,ay+( )xb 。
对任意M∈modΛ,若M 有投射分解:

→… Pt(M)
f
→
t …P2(M)

f
→
2
P1(M)

f
→
1
P0(M)

f
→
0

→M 0 (1)
且Imft⊆rPt-1(M)(其中r表示模的根),则称此投射分解为极小投射分解。若模 M 有如上的投射分解,模 M
的复杂度cΛ(M)定义为cΛ(M)=inf{d∈Z ∃λ>0且dimPt(M)≤λtd-1对几乎所有的t均成立}。代数Λ的复杂

度定义为cΛ=sup{cΛ(M)M∈modΛ}。若cΛ<∞,则称代数Λ 为有限复杂度代数,否则称为无限复杂度的代

数。
用addM 表示模M 的任意有限直和的直和项所构成的范畴。Λ-模 M 称为生(余)成子,若任意的有限生成

投射(内射)Λ-模都属于addM。1971年,Auslander引入有限维代数表示维数的概念,用gl·dimΛ表示代数Λ
的整体维数,如果Λ是一个半单代数,则Λ的表示维数定义为1,否则Λ的表示维数定义为

repdimΛ=min{gl·dimEndΛ(M)M是生成和余生成子},

其中EndΛ(M)表示模M 在Λ 上的自同态环[11]。他证明了一个代数是有限表示型的当且仅当其表示维数小于

等于2[11]。
设Λ是有限维代数,记HH*(Λ)为Λ的Hochschild上同调环,E(Λ)为Λ的Yoneda代数。称Λ满足Fg假

设,若 HH*(Λ)是Noether代数,且E(Λ)是有限生成的 HH*(Λ)-模。Fg假设的进一步信息参见文献[4]。当

Λ满足Fg假设时,repdimΛ≥cΛ+1(文献[7]的定理2.2)。
若M 是一个Λ-模且有(1)式的投射分解,由复杂度定义,很容易得到下面的引理。
引理1 设Λ是一个有限维代数,M 是一个Λ-模,则:

1)cΛ(M)=0当且仅当模M 有有限投射维数;

2)cΛ(M)=1当且仅当对几乎所有t,dimPt(M)有界;

3)cΛ(M)=2当且仅当对几乎所有的t,存在λ>0,使得dimPt(M)≤λt。
对复杂度,在文献[5]中,有下面有用的结论。
引理2 设Λ 是一个有限维代数,0→A→B→C→0是 modΛ 中的任意一个短正合列,则cΛ(B)≤

max{cΛ(A),cΛ(C)}(文献[5]的引理1.1)。
推论1 cΛ=max{cΛ(S)S为单Λ-模}(文献[5]的推论1.4)。
由引理2及模的直和与直和项投射分解的关系,很容易得到下面的引理3。
引理3 设模M=M1 ⊕M2,则cΛ(M)=max{cΛ(M1),cΛ(M2)}。
一般地,有推论2。
推论2 设模M 有直和分解M=⊕n

i=1Mi,则cΛ(M)=max{cΛ(Mi)1≤i≤n}。
记Λ0 为所有单Λ-模的直和,有下面的推论3。
推论3 cΛ=cΛ(Λ0)。

Artin代数Λ称为自入射代数,若Λ作为Λ-模既投射且内射。由文献[8],有限表示型的自入射代数Λ 满足

Fg假设。由此有下面的命题1。
命题1 设Λ是有限表示型的非半单自入射代数,则Λ的复杂度cΛ=1。
证明 一方面,由文献[7]的定理2.2,当Λ是满足Fg假设的自入射代数时,repdimΛ≥cΛ+1;另一方面,
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因为Λ是有限表示型的非半单代数,所以repdimΛ=2,所以cΛ≤1。由引理1中的条件1),得cΛ=1。 证毕

此命题证明亦可参见文献[12]。

2主要结果

设Λ是一个连通的有限维自入射代数,函子F=DΛ⊗Λ-:modΛ→modΛ。在文献[13]中,有下面的引理4。
引理4 设Λ是一个连通的有限维自入射代数,若Λ0 作为Λ-模有极小投射分解

→… Pi
ρ
→
i …→P1

ρ
→
1
P0

ρ
→
0
Λ →0 0, (2)

则Λ0 作为T(Λ)-模有极小投射分解

→… T(Λ)⊗Λ(⊕i
j=0FjPi-j)

ψi=s-1i-1his
→
i
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→
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其中对i≥2,hi:⊕i
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,ρi:Pi→Pi-1,ti:F(⊕i
j=0FjPi-j)→F(⊕i-1

j=0FjPi-j-1),

且ti FPi =Fρi,ti F(췍ij=1F
jPi-j

)=0,φi-1是下面短正合列中的态射
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(1 ti-1
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j=1FjPi-j-1→0。

h1=
ρ1 0 0
0 1 t
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è
çç
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1

,t1 FP1 =Fρ1,t1 F2P0 =0,h0= (ρ0 0)。

因为有限表示型的自入射代数Λ的Ω 函子(合冲 (syzygy)函子)是周期的,因此存在正整数n,使得Λ0 作

为Λ-模有极小投射分解

→… Pn
ρ
→
n …→P1

ρ
→
1
P0

ρ
→
0
Pn

ρ
→
n …→P1

ρ
→
1
P0

ρ
→
0
Λ →0 0,

从而当Λ是有限表示型的自入射代数时,Λ0 作为T(Λ)-模的极小投射分解(即引理4的(3)式)中第i+1项T
(Λ)⊗Λ(⊕i

j=0FjPi-j)中的模Pi-j∈{P0,…,Pn}。因为cΛ=1,所以Ps(0≤s≤n)的不可分解直和项的个数有限,
因而Pi-j有有限个不可分解投射模作为直和项。因为函子F 保直和且将投射模变到投射模,所以对任意j,

FjPi-j仍是投射模且与Pi-j有相同的不可分解直和项的个数,所以dimFjPi-j有限。进一步地,dimT(Λ)⊗Λ

(⊕i
j=0FjPi-j)有限,记为λ/2。由此,有下面的引理5。
引理5 dim(T(Λ)⊗Λ(⊕i

j=0FjPi-j))≤λi。
由引理4,结合引理1,有下面定理1。
定理1 设Λ是有限表示型非半单的自入射代数,T(Λ)是其平凡扩张代数,则cT(Λ)=2。
例1 设Λ是由图1模去生成元集ρ={β1β2,γ2γ1,β2γ2-γ1β1}生成的理想给出的有限维分次自入射代数。

它是根3方为0的有限表示型的几乎Koszul自入射代数,其复杂度为1[5]。由文献[9]可知,其平凡扩张代数是

由图2的路代数模去生成元集

{β1β2,γ2γ1,β2γ2-γ1β1}∪{α2i i=1,2,3}∪{α1β1-β1α2,α2β2-β2α3,α2γ1-γ1α1,α3γ2-γ2α2}
生成的理想给出的有限维分次自入射代数,其复杂度为2(文献[14]中的定理2.3)。

      
图1 代数Λ的箭图           图2 代数T(Λ)的箭图

Fig.1 QuiverofΛ            Fig.2 QuiverofT(Λ)

因此得到:当Λ是有限表示型非半单的自入射代数时,其平凡扩张代数T(Λ)的复杂度与其复杂度之间存在

加1的关系,因而丰富了文献[9]中关于无限表示型自入射代数与其平凡扩张代数的复杂度之间加1关系的

结果。
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OntheComplexityoftheTrivialExtensionofSelf-injectiveAlgebra

WANQianhong,ZHENGLijing
(1.SchoolofMathematicsandStatistics,HunanUniversityofCommerce,Changsha410205;

2.SchoolofMathematicsandPhysics,UniversityofSouthChina,HengyangHunan421001,China)

Abstract:[Purposes]LetΛbeaconnectedfinitedimensionalself-injectivealgebraoffinitetype,T(Λ)beitstrivialextension.Inthis

paper,wewanttofindouttherelationshipofthecomplexitybetweenΛanditstrivialextensionT(Λ).[Methods]FirstlyifΛisthe

self-injectivealgebrasatisfyingFgassumption,thentherepresentationdimensionofΛisonemorethanorequaltothecomplexityof

Λ,andtherepresentationdimensionofalgebraoffiniterepresentationtypeis2,sothecomplexityofΛislessthanorequalto1,on

theotherhand,ifΛisaself-injectivealgebra,thentheΛ-modisinfiniteprojectivedimension,thenthecomplexityofΛismorethan

orequalto1,sothecomplexityofΛis1.SecondlybyconstructingtheprojectiveresolutionofsimpleT(Λ)-modandcomputingthe

dimensionofeveryPt(M)intheprojectiveresolutionofsimpleT(Λ)-mod,thereexistsλ>0suchthatdimdimPt(M)≤λtforal-
mostallt,andbyusingthedefinitionofthecomplexity,thecomplexityofT(Λ)is2.[Findings]thecomplexityofΛisonemore

thanthatofT(Λ).[Conclusions]Whichenrichesthesameresultaboutthealgebraofinfiniterepresentationtype?Lastlyanexample

isgiveninwhichthealgebraisnotKoszultoillustrateourconclusion.

Keywords:trivialextension;self-injectivealgebra;complexity;projectiveresolution
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