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NA样本下艾拉姆咖分布参数的经验Bayes检验
*
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摘要:【目的】研究NA样本下艾拉姆咖分布参数的经验Bayes检验问题。【方法】在同分布负相协(NA)随机列{X1,X2,
…,Xn}下,利用概率密度函数的变窗核估计方法,讨论了艾拉姆咖分布参数θ的经验Bayes检验问题。【结果】首先得到

了经验Bayes检验函数δn(x),然后证明了δn(x)的渐近最优性。【结论】在适当的条件下,利用相关引理和不等式,可获得

参数θ的经验Bayes检验函数δn(x)的收敛速度为Ο n-( )
1
2 。
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在研究武器装备的维修时间时,俄罗斯首先引入了艾拉姆咖分布,该分布对装备维修理论的研究起着重要

作用。对此分布统计性质的研究,国内较多集中在样本相互独立情形下,比如:讨论了艾拉姆咖分布的极大似然

估计[1];研究了艾拉姆咖分布在小样本下的区间估计和假设检验问题[2];在全样本情形下讨论了艾拉姆咖分布

的Bayes估计[3]。还有一些文献,讨论了艾拉姆咖分布参数在不同先验分布下,截尾场合下及其次序统计量的

估计[4-5],但是也都在简单随机样本下,对相依样本讨论的极少。本文则是在负相协(NA)样本情形下就该分布

进行了讨论,得到了其中参数θ的经验Bayes检验函数,并获得Bayes检验函数的渐近性质和收敛速度。
下面首先引入NA随机变量序列的定义:
定义1[6] 称r.v.X1,X2,…,Xn 为负相协(NA)的,如果对于{1,2,…,n}的任何两个不交的非空子集A1

和A2 都有Cov(f1(Xi,i∈A1),f2(Xj,j∈A2))≤0,其中f1 及f2 是任何两个使得协方差存在且对每个变元均

非降(或非增)的函数。称r.v.序列{Xj,j∈N}是NA的,如果对任何自然数n≥2,X1,X2,…,Xn 都是NA的。

定义2 称r.v.X 服从艾拉姆咖分布,如果其概率函数为p(x;θ)=4xθ2e
-2xθ,x>0。其中θ>0为装备维修效

率。记样本空间췍=(0,∞),参数空间Θ=(0,∞)。

1经验Bayes检验函数的构造

考虑艾拉姆咖分布中参数θ的如下经验Bayes假设检验问题:
H0:θ≤θ0vsH1:θ>θ0

设损失函数为Li(θ,di)=(1-i)1-θ0æ
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,i=0,1。其中θ0 为已知正常数,di 表示接

受Hi,D={d0,d1}为行动空间,I[A]为示性函数。
设参数θ的先验分布为π(θ)。在Bayes统计中,用x在θ下的条件概率函数p(xθ)表示总体概率函数[7]。
设随机化判决函数为δ(x)=P(d0 X=x),则在π(θ)下,X 的边缘分布为

m(x)=∫Θ
p(xθ)dπ(θ)=∫Θ

4x
θ2e-2xθdπ(θ)。

δ(x)的风险函数为

R(δ(x),π(θ))=∫Θ∫췍
[L0(θ,d0)δ(x)+L1(θ,d1)(1-δ(x))]p(xθ)dxdπ(θ)=∫췍

α(x)δ(x)dx+Cπ,

* 收稿日期:2016-04-01  修回日期:2016-04-27  网络出版时间:2017-03-13 11:08
第一作者简介:张月,女,研究方向为概率论与数理统计,E-mail:1589663192@qq.com;通信作者:周菊玲,副教授,E-mail:326815649@qq.

com
网络出版地址:http://kns.cnki.net/kcms/detail/50.1165.N.20170313.1108.048.html



其中α(x)=∫Θ
1-θ0æ
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x m(x)+θ0
2m′(x),Cπ =∫Θ

L1(θ,d1)dπ(θ)。

令u(x)=1-θ0
2x
,v(x)=θ02

,则α(x)=u(x)m(x)+v(x)m′(x),故Bayes检验函数为δπ(x)=
1,α(x)≤0
0,α(x)>{ 0

。

Bayes风险函数为:

R(π)=inf
δ
R(δ(x),π(θ))=R(δπ,θ)=∫췍

α(x)δπ(x)dx+Cπ。 (1)

因为此处先验分布π(θ)是未知的,所以δπ(x)无使用价值,故而引入经验Bayes方法。
设r.v.序列{X1,X2,…,Xn,X}是同分布弱平稳NA的,其中X1,X2,…,Xn 是历史样本,X 是当前样本。

参数θ的先验分布为π(x)。本文假定:

a)对于X 的边缘密度函数为m(x),有m(x)∈Cs,a,x∈R1,其中Cs,a表示s阶连续可导且绝对值不超过正常

数a的概率密度族,s≥3为正整数;

b)NA随机样本序列的协方差满足∑
n

j=1
Cov(Xj,X)≤c< ∞;

c)设ki(·)是(0,1)外为零,(0,1)内有界的Borel可测函数,i=0,1。满足条件:

c1)1t!∫
1

0
xtki(x)dx=

1,t=i
0,t≠i,t=1,2,…,s-1{ ;

c2)ki(x)在R1 上几乎处处可微,且sup
x∈R1

k′i(x)≤c< ∞。

定义3[8] m(i)(x)的变窗核估计为m(i)
n (x)=1n∑

n

j =1

1
b1+i
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j
,i=0,1;其中bj 为窗宽且bj→0。则

αn(x)=u(x)mn(x)+v(x)m(1)
n (x)。

那么可定义θ的经验Bayes检验函数为δn(x)=
1,αn(x)≤0
0,αn(x)>{ 0

。

设En 表示对X1,X2,…,Xn 联合分布求期望。所以δn(x)的全面Bayes风险函数为

R(δn,θ)=En∫췍
α(x)δn(x)dx+C[ ]π =∫췍

α(x)Enδn(x)dx+Cπ。 (2)

定义4 设F 表示参数θ的先验分布族。若∀π(θ)∈F,有lim
n→∞

R(δn,θ)=R(π),称{δn(x)}为渐近最优的经验

Bayes检验函数。若R(δn,θ)-R(π)=Ο(n-q),q>0,则称经验Bayes检验函数具有收敛速度的阶为O(n-q)。
为导出{δn(x)}的渐近最优性和收敛速度的阶,需引理1~3。下文中M,M1,M2 均表示正常数;h,H 分别表

示最小窗宽和最大窗宽。
引理1[9] 设R(π)、R(δn,θ)为(1),(2)式定义,则

0≤R(δn,θ)-R(π)≤∫췍
α(x)·P(αn(x)-α(x)≥ α(x))dx。

引理2[10] 设X 和Y 是NA随机变量且方差有限,则对于任何可微函数g1(x),g2(y)有

Cov(g1(x),g2(y))≤sup
x

g′1(x)·sup
y

g′2(y)· Cov(X,Y)。

引理3 设r.v.序列{X1,X2,…,Xn}是同分布弱平稳NA的,m(i)
n (x),i=0,1由定义3给出,a)、b)、c)成

立,则当 H→0,(nh6)-1→0(n→∞)时,有En m(i)
n (x)-m(i)(x)→0(n→∞)。

证明 由Cr 不等式知,En mn(x)-m(x)≤M1 Enmn(x)-m(x)+M2 Varmn(x)
1
2,

因为Enmn(x)=1n∑
n

j=1∫
1

0
k0(u)m(x+ubj)du,将m(x+ubj)在x处泰勒展开有

m(x+ubj)=m(x)+m(1)(x)
1! ubj+…+

m(s)(x+βjubj)
s!

·(ubj)s,0<βj<1。

再由假设条件a)和c1)可得

Enmn(x)=1n∑
n

j=1∫
1

0
k0(u)m(x)+m(1)(x)(ubj)+…+m(s)(x+βjubj)

s!
(ubj)
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m(x)+1n∑
n

j=1∫
1

0
k0(u)·m(s)x+βjub( )j

s!
· ub( )j

sdu,

从而有 Enmn(x)-m(x)≤ 1n∑
n

j =1∫
1

0
k0(u)· m(s)(x+βjubj)

s!
·usbs

jdu≤MHs,

另一方面      Var[mn(x)]=Var 1n∑
n

j=1

1
bj
k0 Xj-x

b
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

j
=

1
n2∑

n

j=1
Var 1bj

k0 Xj-x
b

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

j
+2n2 ∑1≤j<k≤nCov

1
bj
k0 Xj-x

b
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
,1
bk
k0 Xk-x

b
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
=△D1+D2,

则D1 ≤ 1n2∑
n

j=1
En
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1
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0
k20(u)·m(x+ubj)du≤ M

nh
。

令gj(Xj,x)=k0
Xj-x
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,由引理2及假设条件c2),有

D2=2n2 ∑1≤j<k≤n
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≤

2
n2 ∑1≤j<k≤n

1
bjbk

supg′j(Xj-x)· supg′k(Xk-x)· Cov(Xj,Xk)≤

2
n2h2 ∑1≤j<k≤n

1
bjbk

supk′0(x)· supk′0(x)· Cov(Xj,Xk) ≤2M1

nh4 ∑
1≤j<k≤n

Cov(Xj,Xk)≤ M
nh4,

综上,

Enmn(x)-m(x)≤MHs,Var[mn(x)]≤ M
nh4, (3)

当h<H→0,(nh4)-1→0时,En mn(x)-m(x)→0,(n→∞)。类似的有结果:

Enm(1)
n (x)-m(1)(x)≤MHs-1,Var[mn(x)]≤ M

nh6, (4)

当 H→0,(nh6)-1→0时,En m(1)
n (x)-m(1)(x)→0,(n→∞)。 证毕

2主要结果及证明

定理1 设r.v.序列{X1,X2,…,Xn}是同分布弱平稳NA的。R(π),R(δn,θ)如(1),(2)式定义,假定a),

b),c)成立,则当 H→0,(nh6)-1→0(n→∞)时,lim
n→∞

R(δn,θ)=R(π)。

证明 α(x)=∫Θ
1-θ0æ
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θ p(x m)dπ(θ)< ∞,由引理1和控制收敛定理有

0≤lim
n→∞
(R(δn,θ)-R(π))≤∫췍

lim
n→∞

α(x)·P(αn(x)-α(x)≥ α(x)),

由 Markov不等式

α(x)·P αn(x)-α(x)≥ α(x( )) ≤En αn(x)-α(x)≤
u(x)·En mn(x)-m(x) + v(x)·En(x)m(1)

n (x)-m(1)(x)。
由引理3,当n→∞时,En m(i)

n (x)-m(i)(x)→0,i=0,1。所以lim
n→∞

R(δn,θ)=R(π)。也就是说经验Bayes

检验函数{δn(x)}是渐近最优的。 证毕

定理2 设r.v.序列{X1,X2,…,Xn}是同分布弱平稳NA的。R(π),R(δn,θ)如(1),(2)式定义,m(i)
n (x),

i=0,1 由 定 义 3 给 出,假 定 a),b),c)成 立,对 于 ∀β∈ (0,1),满 足∫췍
α(x)1-β u(x)βdx < ∞,

∫췍
α(x)1-β v(x)βdx< ∞ 成立,则当n

1
2s+1<h<H<n

2
2s+3时,R(δn,π)-R(π)=Ο(n

β(2s-5)
4s+2 )。

证明 由引理1和 Markov不等式得

0≤R(δn,π)-R(π)≤∫췍
α(x)·P(αn(x)-απ(x)≥ α(x))dx≤∫췍

α(x)1-βEn αn(x)-απ(x)βdx≤

∫췍
α(x)1-β u(x)βEn mn(x)-m(x)βdx +∫췍

α(x)1-β v(x)βEn m(1)
n (x)-m(1)(x)βdx。
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当n
1

2s+1<h<H<n
2

2s+3,s≥3时,由(3),(4)式得:

En mn(x)-m(x)β≤Mnβ(2s-3)
4s+2 ,En m(1)

n (x)-m(1)(x)β≤Mnβ(2s-5)
4s+2。

所以0≤R(δn,π)-R(π)≤Mn-β(2s-5)
4s+2 。 证毕
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TheEmpiricalBayesTestProblemforЭРлангаUsingNASample

ZHANGYue,ZHOUJuling
(DepartmentofMathematicalSciences,XinjiangNormalUniversity,Urumqi830017,China)

Abstract:[Purposes]TostudytheempiricalBayestestproblemforЭРлангаundernegativelyassociatedusingNAsample.[Methods]

TheempiricalBayestestfortheparameterθofЭРлангаdistributionisdiscussedbyusingthekernelestimationmethodwithvariable
windowwidthofprobabilitydensityfunctioninthesamedistributionwithNA.[Findings]TheempiricalBayestestfunctionδn(x)is
obtainedfirst,andthentheasymptoticoptimalityofδn(x)isproved.[Conclusions]Usingrelatedlemmasandinequalities,conver-

gencerateoftheempiricalBayestestfunctionofparameterθisobtainedundercertainconditions,whichcanclosetoΟ(n-12)arbitrarily.
Keywords:NAsample;ЭРлангаdistribution;empiricalBayestest;asymptoticoptimality
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