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非奇异 M-矩阵最小特征值的新下界
*

桑 彩 丽

(贵州民族大学 数据科学与信息工程学院,贵阳550025)

摘要:【目的】估计非奇异M-矩阵A的最小特征值τ(A)。【方法】由逆矩阵A-1元素的上界序列和Gerschgorin圆盘定理给

出非负矩阵B与A-1的 Hadamard积的谱半径ρ(B췍A-1)的单调递减的上界序列,并利用该上界序列对τ(A)进行估计,最

后用数值算例进行验证。【结果】给出了τ(A)的单调递增的收敛的下界序列。【结论】通过所给的数值算例说明所得τ(A)

的下界序列在一定条件下比现有估计精确,且在某些情况下能达到真值。
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M-矩阵有着广泛的应用背景,生物学、物理学、数学、经济学和社会科学中的许多问题都与 M-矩阵有密切联

系[1-6]。矩阵的Hadamard积被广泛地应用于概率论中特征函数和偏微分方程中的弱极小原理等方面的研

究[2-3,7-8]。由于非奇异 M-矩阵A的最小特征值τ(A)的下界估计在考察微分方程动力系统的解的l1 范数的上下

界等问题中有着重要应用[1],因此其为许多专家和学者所研究[9-13]。这里继续研究这一问题,首先给出A的逆矩

阵A-1与非负矩阵B 的 Hadamard积的谱半径ρ(B췍A-1)的单调递减的上界序列,接着利用该上界序列给出

τ(A)的单调递增的收敛的下界序列。

1预备知识

用Rn×n(Cn×n)表示n阶实(复)矩阵集,N为自然数集。设A=[aij]∈Cn×n,dj=
∑
k≠j

|ajk|

|ajj|
,σ(A)表示A 的

谱,ρ(A)表示A的谱半径。

定义1[1] 设A=[aij]∈Cn×n,若对任意i∈N,(di<1)di≤1,则称A 为(严格)对角占优矩阵。若A 满足

di≤1,∀i∈N;J(A)={i∈N:di<1}≠∅,且对任意i∈N,i∉J(A),存在非零元素序列aii1
,ai1i2

,…,ailk
,其中

i≠i1,i1≠i2,…,il≠k,k∈J(A),则称A为弱链对角占优矩阵。显然若A 为严格对角占优矩阵,则A 为弱链对

角占优矩阵。

定义2[2] 若A=[aij]∈Rn×n的任意元素aij≥0,则称A为非负矩阵,记为A≥0。

注1[2] 若非负矩阵A的各行元素之和相等,则ρ(A)=‖A‖∞。若A 为非负不可约矩阵,则ρ(A)为A 的

正特征值,且其对应的特征向量可取作正向量。

定义3[3] 若A=[aij]∈Rn×n的非主对角线元非正,即aij≤0,i,j∈N,i≠j,且A-1≥0,则称A 为非奇异 M-
矩阵,用Mn 表示非奇异 M-矩阵的集合,称τ(A)=min{|λ|:λ∈σ(A)}为A的最小特征值。

注2[3] 若A∈Mn,则A的Jacobi迭代矩阵JA=G-1(G-A)的谱半径ρ(JA)<1,其中G=diag(a11,a22,…,

ann);若A∈Mn,则存在正对角矩阵X,使得X-1AX 为严格对角占优 M-矩阵。
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定义4[3] 设A=[aij],B=[bij]∈Cm×n,用A췍B表示A 和B 的对应元素相乘而成的m×n矩阵,即A췍B=
[aijbij],称其为A和B 的Hadamard积。易知,若A∈Mn,且B≥0,则B췍A-1≥0。

定义5[3] 设A≥0满足∑
n

i=1
aij=1,j∈N,则称A为随机矩阵。如果还满足∑

n

j=1
aij=1,i∈N,则称A为双

随机矩阵。

引理1[7] 设A-1是双随机矩阵,则ATe=e,Ae=e,其中e=[1,1,…,1]Τ。
引理2[3] 设A,B∈Rn×n,且X,Y∈Rn×n是对角矩阵,则

X(A췍B)Y=(XAY)췍B=(XA)췍(BY)=(AY)췍(XB)=A췍(XBY)。
引理3[3] 设A=[aij]∈Cn×n且x1,x2,…,xn 是正实数,则A的任意特征值λ都属于下列区域:

∪
i∈N

z∈C:|z-aii|≤xi∑
k≠i

1
xk

|aki{ }| 。

为叙述方便先给出一些记号。设A=[aij]∈Rn×n,aii≠0。∀i,j,k∈N,j≠i,t=1,2,…,记:

d=max
i∈N

di,φi= 1
aii-∑

k≠i
|aik|dk

,sji=
|aji|+∑

k≠j,i
|ajk|dk

|ajj|
,

wji=
|aji|+∑

k≠j,i
|ajk|ski

|ajj|
,wi=max

j≠i
{wij},hi=max

j≠i

|aji|
|ajj|sji-∑

k≠j,i
|ajk|s{ }ki

,

v(0)
ji =

|aji|+∑
k≠j,i

|ajk|skihi

|ajj|
,p(t)

ji =
|aji|+∑

k≠j,i
|ajk|v(t-1)

ki

|ajj|
,p(t)

i =max
j≠i
{p(t)

ij },

h(t)
i =max

j≠i

|aji|
|ajj|p(t)

ji -∑
k≠j,i

|ajk|p(t){ }ki
,v(t)

ji =
|aji|+∑

k≠j,i
|ajk|p(t)

kih(t)
i

|ajj|
,φ

(t)
i = 1

aii-∑
j≠i

|aij|p(t)
ji

。

引理4[8] 设A=[aij]∈Rn×n是严格对角占优 M-矩阵,则A-1=[αij]存在,且对任意i,j∈N,j≠i,t=1,2,
…,下列不等式成立:

1)1>dj≥sji≥v(0)
ji ≥p(1)

ji ≥v(1)
ji ≥p(2)

ji ≥v(2)
ji ≥…≥p(t)

ji ≥v(t)
ji ≥…≥0;

2)1≥hi≥0;1≥h(t)
i ≥0;

3)αji≤p(t)
jiαii;αii≤φ

(t)
i 。

1996年,Shivakumar等人[1]给出如下结果:设A=[aij]∈Rn×n是弱链对角占优 M-矩阵且A-1=[αij],则

min
i∈N∑j∈N

aij ≤τ(A)≤ max
i∈N∑j∈N

aij,τ(A)≤ min
i∈N

aii, 1
max
i∈N∑j∈N

αij

≤τ(A)≤ 1
min
i∈N∑j∈N

αij

。 (1)

2010年,田贵贤等人[9]利用M-矩阵A的Jacobi迭代矩阵JA 的谱半径给出了τ(A)的新下界:设A=[aij]∈

Mn 且A-1=[αij],则

τ(A)≥ 1
[1+(n-1)ρ(JA)]max

i∈N
αii
。 (2)

进一步地,当A是严格对角占优 M-矩阵时,该研究仅利用A的元素给出τ(A)的下界:设A是严格对角占优

M-矩阵,则

τ(A)≥ 1
[1+(n-1)d]max

i∈N
φi
。 (3)

2013年李朝迁等人[10]改进了(2)式和(3)式,并给出如下结果:设A=[aij]∈Mn 且A-1=[αij],则

τ(A)≥ 2
max
i≠j

αii+αjj+[(αii-αjj)2+4(n-1)2αiiαjjρ2(JA)]{ }
1
2
。 (4)

当A是严格对角占优 M-矩阵时,该研究给出了τ(A)的下界:设是严格对角占优 M-矩阵,则
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τ(A)≥ 2
max
i≠j

φi+φj+[φ2ij+4(n-1)2φiφjd2]{ }
1
2
。 (5)

2016年,孙德淑[10]给出了τ(A)的另一下界:设A=[aij]∈Mn 且A-1=[αij],则

τ(A)≥ 1
max
i∈N
{[1+wi(n-1)]αii}

。 (6)

下面给出τ(A)的两个单调递增的收敛的下界序列,该下界序列改进了(1)~(6)式,且数值算例显示在某些

情况下该下界序列可以收敛到真值。

2主要结果

在给出结果以前,先给出一些符号和引理。设B=[bij]≥0,D=diag(b11,b22,…,bnn)。记C=B-D,JB=

D-1
1 C,D1=diag(dii),其中dii=

1,bii=0

bii,bii≠{ 0
。由JB 的定义知:

ρ(JBT)=ρ(D-1
1 CT)=ρ(CD-1

1 )=ρ(D-1
1 (CD-1

1 )D1)=ρ(D-1
1 C)=ρ(JB)。

定理1 设A=[aij]∈Mn,B=[bij]≥0,且A-1=[αij],则对任意t=1,2,…,

ρ(B췍A-1)≤max
i∈N
{biiαii+p(t)

iαiidiiρ(JB)}=Γt。 (7)

证明 当n=1时,(7)式显然成立。下面,假定n≥2。
因A∈Mn,故由注2和引理2知存在正对角矩阵X,使得X-1AX 是严格对角占优 M-矩阵,且

ρ(B췍A-1)=ρ(X-1(B췍A-1)X)=ρ(B췍(X-1AX)-1)。
所以为了讨论方便,现假定A是严格对角占优 M-矩阵。下面分两种情形讨论。

1)首先,假设A,B均是不可约矩阵。由B是非负不可约矩阵知JBT也是非负不可约矩阵,又由注1知存在

正向量x=[x1,x2,…,xn]T 使得JBTx=ρ(JBT)x=ρ(JB)x,由此得 ∑
k≠i

bkixk =ρ(JB)diixi,i∈ N。 令 X=

diag(x1,x2,…,xn),则

B=[bij]=XBX-1=

b11 b12x1
x2

… b1nx1

xn

b21x2
x1 b22 … b2nx2

xn

︙ ︙ ︙

bn1xn

x1

bn2xn

x2
… b

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úúnn

。

由引理2知B췍A-1=(XBX-1)췍A-1=X(B췍A-1)X-1,所以ρ(B췍A-1)=ρ(B췍A-1)。设ρ(B췍A-1)=λ,则λ≥
biiαii,∀i∈N。由引理3和引理4知存在i∈N,使得

|λ-biiαii|≤p(t)
i ∑

k≠i

1
p(t)

k
bkiαki ≤p(t)

i ∑
k≠i

1
p(t)

k
bkip(t)

kiαii ≤p(t)
i ∑

k≠i

1
p(t)

k
bkip(t)

kαii=

p(t)
iαii∑

k≠i
bki=p(t)

iαii∑
k≠i

bkixk

xi
=p(t)

iαiidiiρ(JB),

即λ≤biiαii+p(t)
iαiidiiρ(JB),从而ρ(B췍A-1)≤max

i∈N
{biiαii+p(t)

iαiidiiρ(JB)}。

2)假设A,B中至少一个是可约的。令V=[vij]是n阶置换阵,其中v12=v23=…=vn-1,n=vn1=1,其余vij

为零,则对任意充分小正数ε,A-εV 是不可约 M-矩阵,B+εV 是不可约非负矩阵[2]。用A-εV 和B+εV 分别代

替情形1)中的A和B,类似于情形1)的讨论,并令ε→0,利用连续性可得结论成立。 证毕

定理2 由定理1得到的ρ(B췍A-1)的上界序列{Γt},t=1,2,…是单调递减的且以ρ(B췍A-1)为下界,因而

该序列是收敛的。

证明 由引理4知p(t)
ji ≥p(t+1)

ji ≥0,j,i∈N,j≠i,t=1,2,…,故序列{p(t)
ji }和{p(t)

i }均是单调递减的。由此知

55第2期               桑彩丽:非奇异 M-矩阵最小特征值的新下界



序列{Γt}是单调递减的且有下界ρ(B췍A-1),故该序列是收敛的。 证毕

定理3 设A=[aij]∈Mn 且A-1=[αij],则对任意t=1,2,…,

τ(A)≥ 1
max
i∈N
{[1+p(t)

i (n-1)]αii}
=Ωt。 (8)

证明 令(7)式中非负矩阵B的元素均为1,则bii=1,dii=1,∀i∈N,ρ(JB)=n-1,B췍A-1=A-1。此时

τ(A)= 1
ρ(A-1)≥

1
max
i∈N
{[1+p(t)

i (n-1)]αii}
。 证毕

应用与定理2类似的证明,可得:

定理4 由定理3得到的τ(A)的下界序列{Ωt},t=1,2,…是单调递增的且以τ(A)为上界,因而该序列是收

敛的。

当A是严格对角占优 M-矩阵时,下面仅用矩阵A的元素给出τ(A)的下界序列。

定理5 设A=[aij]是严格对角占优 M-矩阵,则对任意t=1,2,…,

τ(A)≥ 1
max
i∈N
{[1+p(t)

i (n-1)]φ
(t)
i }
=Υt。 (9)

证明 设A-1=[αij]。因为A是严格对角占优 M-矩阵,故由引理4知αii≤φ
(t)
i ,i∈N,从而

τ(A)≥ 1
max
i∈N
{[1+p(t)

i (n-1)]αii}
≥ 1
max
i∈N
{[1+p(t)

i (n-1)]φ
(t)
i }
。 证毕

应用与定理2类似的证明,可得:

定理6 由定理5得到τ(A)的下界序列{Υt},t=1,2,…是单调递增的且以τ(A)为上界,因而该序列是收敛

的。

定理7 设A=[aij]∈Mn,a11=a22=…=ann,且A-1=[αij]是双随机矩阵,则对任意t=1,2,…,

Ωt≥ 1
max
i∈N
{[1+wi(n-1)]αii}≥

1
[1+(n-1)ρ(JA)]max

i∈N
αii
, (10)

且

Υt≥ 1
[1+(n-1)d]max

i∈N
φi
。 (11)

证明 下面仅给出(10)式的证明,类似地,可以证明(11)式成立。

因为A-1=[αij]是双随机矩阵,故由引理1知Ae=e,即|aii|=∑
k≠i

|aik|+1,∀i∈N,由此知A为严格对角

占优 M-矩阵。因为JA=

0 -a12a11
… -a1na11

-a21a22 0 … -a2na22

︙ ︙ ︙

-an1

ann
-an2

ann
…

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú0

是非负矩阵,且各行元素之和均为di =
∑
k≠i

|aik|

|aii| =1-

1
|aii|

,故ρ(JA)=di,i∈N。由引理4知1>ρ(JA)=dj≥sji≥wji≥v(0)
ji ≥p(t)

ji ≥0,j,i∈N,j≠i,t=1,2,…。

进一步地,由d,wi,p(t)
i 的定义知,

1>ρ(JA)=d≥wi≥p(t)
i ≥0,i∈N,t=1,2,…。

再由(2)式、(6)式和(8)式易知(10)式成立。 证毕

注3 定理7显示,由(8)式得到的τ(A)的下界比由(2)式和(6)式得到的下界精确;由(9)式得到的τ(A)的
下界比由(3)式得到的下界精确。
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3数值算例

本小节给出两个数值算例验证第2部分结果。

表1 τ(A)的下界Υt

Tab.1 Thelowerboundsofτ(A)isΥt

方法 t Υt

引理4.1[1] 0.1000

定理3.1[9] 0.1227

定理14[13] 0.1257

定理4.1[10] 0.1429

定理5 t=1 0.5195

t=2 0.6676

t=3 0.7571

t=4 0.8107

t=5 0.8380

t=6 0.8444

t=7 0.8474

t=8 0.8488

t=9 0.8495

t=10 0.8498

例1 设A=

26 -2 -4 -1 -3 -3 -4 -5 -1 -2
-2 34 -13 -2 -4 -2 -5 0 -3 -2
-3 -5 34 -6 -4 -3 -5 -2 -3 -2
0 -3 -4 38 -13 -4 -1 -4 -3 -5
-3 -3 -1 -11 41 -9 -2 -3 -4 -4
-3 -5 -2 -3 -6 35 -1 -5 -5 -4
-5 -2 0 -5 0 -7 34 -8 -1 -5
-1 -4 -3 -2 -5 -1 -9 32 -1 -5
-4 -4 -2 -4 -4 -3 -2 -1 33 -8

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú-4 -5 -4 -3 -1 -2 -4 -3 -11 37.1

。容易验证A 是严格对角占

优 M-矩阵,由 Matlab(R2009a)计算得τ(A)=0.9082。下面仅用矩阵A
的元素给出τ(A)的下界。取迭代总次数为10,由定理8和文献[1,9,10,

13]中相关结论得到的数值结果在表1中列出,其中t表示迭代次数。

注4 从表1可以看出:

1)由定理5得到的τ(A)的下界序列是单调递增的,且能有效地逼近

τ(A);

2)由定理5得到的τ(A)的下界大于由文献[1,9,10,13]中相关结果

得到的下界;

3)由于文献[11]中定理2和定理4、文献[12]中定理2和定理4无法

仅用矩阵A的元素给出τ(A)的下界,而定理5可以给出τ(A)的下界序

列,故定理5优于文献[11]中定理2和定理4、文献[12]中定理2和定

理4。

例2 设A=[aij]∈R10×10,其中aii=10,aij=-1,i,j∈N,i≠j。易

知A∈M10。取迭代总次数为10,分别由定理3和定理5计算知,当t=1
时,均有τ(A)≥1。事实上,τ(A)=1。

注5 由例2知,在某些情况下,由定理3和定理5得到的τ(A)的下

界序列均可以达到真值。
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NewLowerBoundsfortheMinimumEigenvalueofNonsingularM-matrices

SANGCaili
(CollegeofDataScienceandInformationEngineering,GuizhouMinzuUniversity,Guiyang550025,China)

Abstract:[Purposes]Estimatingtheminimumeigenvalueτ(A)ofanonsingularM-matrixA.[Methods]Usingthesequencesofupper

boundsoftheentriesoftheinverseA-1ofAandGerschgorindisctheorem,amonotonedecreasingsequencesofupperboundsfor

thespectralradiusρ(A췍A-1)oftheHadamardproductofanonnegativematrixAandA-1isgiven,whichisusedtoestimateτ(A).

Finally,numericalexamplesaregiventoverifythetheoreticalresults.[Findings]Somemonotoneincreasingandconvergentse-

quencesoflowerboundsofτ(A)areobtained.[Conclusions]Numericalexamplesshowsthatthesesequencesoflowerboundsof

τ(A)aremoreaccuratethansomeexistingresultsundercertaincondition,andcouldreachthetruevalueoftheminimumeigenvalue

insomecases.

Keywords:M-matrix;nonnegativematrix;spectralradius;Hadamardproduct;minimumeigenvalue
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