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带有维修活动和交货期窗口的单机排序问题
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摘要:【目的】带有维修活动和交货期窗口的单机排序问题在现实生活中有着广泛的应用。每个工件都有属于自己的交货

期窗口,工件在交货期窗口外完工,就会产生相应的提前、延误惩罚。因此,确定交货期窗口位置具有重要意义。【方法】

考虑了2种维修活动:依赖于时间、资源的维修活动;依赖于位置、资源的维修活动。针对不同的维修位置,将问题转化为

指派问题。【结果】给出了计算复杂性是O(n4)的多项式时间算法。【结论】证明了该问题是多项式时间可解的。
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近年来,关于具有维修活动的排序问题的研究越来越多,因为机器在生产过程中存在损耗,而维修活动可以

提高机器的生产效率。Cheng等人[1]和Yang等人[2]分别研究了具有退化维修和交货期窗口的单机排序问题,
通过对2种不同模型的分析,给出了计算复杂性为O(n2logn)的多项式时间算法。Rustogi等人[3]研究了多次

维修活动的排序问题,提出了维修活动后机器不会完全恢复到原来的状态,此问题更加接近现实生活的生产加

工。Rustogi等人[4]进一步讨论了具有维修活动的单机排序问题,提出了工件的加工时间是依赖于时间和位置

的排序模型。Luo等人[5]提出了维修活动必须发生在给定的截止日期之前,以及维修时间是关于开始维修时间

单调递增的函数,对多个目标函数分别给出了多项式时间算法。
在带有交货期窗口的模型中,若工件在交货期窗口前完工,则产生提前完工费用;若工件在交货期窗口后完

工,则产生延误完工费用;若工件在交货期窗口内完工,则不产生费用。Liman等人[6]提出了最基本的交货期窗

口问题,给出了计算复杂性为O(nlogn)的多项式时间算法。Zhao等人[7]在交货期窗口的基础上,研究了具有退

化效应和维修活动的单机排序问题,证明了问题的计算复杂性为O(n4)。Mosheiov等人[8]提出了带有维修活动

和交货期窗口的单机排序问题,给出了计算复杂性为O(n4)的多项式时间算法。Wang等人[9]提出了具有学习

效应、资源和交货期窗口的单机排序问题,并在多项式时间内解决了该问题,计算复杂性为O(n3)。随着对单窗

口问题的深入研究,多窗口问题也开始受到关注。Yang等人[10]提出了多个交货期窗口和可控加工时间的排序

问题,并且给出了计算复杂性为O(n3)的多项式时间算法。Yin等人[11]研究了带有多个交货期窗口,加工时间

分别为线性函数和凸函数2种类型的单机排序问题,通过对不同情况的分析,给出了计算复杂性为O(n3)的多

项式时间算法。

Mor等人[12]提出了带有维修活动和多个交货期窗口的单机排序问题,其中考虑了2种类型的维修活动:依
赖于时间的维修活动;依赖于位置的维修活动。通过对3种不同位置的维修活动进行分析,分别给出了计算复

杂性为O(nlogn)和O(n4)的多项式时间算法。Zhu等人[13]研究了在退化可控的维修活动下带有交货期窗口的

单机排序问题,给出了维修活动依赖于开始维修时间和资源的模型,并且通过对不同目标函数的分析,分别给出

了多项式时间算法。本文在以上2种模型的基础上进行推广,讨论了带有多个交货期窗口和2种不同类型的维

修活动的单机排序问题,通过分析,证明了该问题是多项式时间可解的。
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1问题描述

设有n 个工件{J1,J2,…,Jn}在一台机器上加工,所有工件零时刻到达,机器在同一时间只可加工一个工

件。工件Jj的基本加工时间为pj,j=1,…,n。为了增加机器的工作效率,可以对机器进行一次维修,维修前工

件Jj的加工时间为pj,维修后工件Jj的加工时间为θjpj,θj为工件Jj的维修率,且0<θj≤1。
对于维修活动,基本维修时间为t0,考虑2种类型的维修活动:1)依赖于时间、资源的维修活动。维修时间

为t(srm,u)=t0+σsrm-τ(u),srm是开始维修的时间,u∈[0,umax]是赋予维修活动的资源,τ(u)是关于资源消耗

的函数,τ(u)是连续且单调递增的,0≤τ(u)≤τ(umax)≤τ<t0,σ是维修参数。2)依赖于位置、资源的维修活动。
若维修活动是在第m 个工件完工后立即开始,维修时间为t(m,u)=t0φ(m)-τ(u),φ(m)是关于维修位置m
的一个函数,且1=φ(0)≤φ(1)≤φ(2)≤…≤φ(n)。

对于一个给定的排序π,Cj 定义为工件Jj的完工时间,每个工件都有自己的交货期窗口[d1
j,d2

j],d1
j≤d2

j,

j=1,…,n。工件Jj的提前、延误完工时间分别定义为:Ej=max{0,d1
j-Cj},Tj=max{0,Cj-d2

j},j=1,…,n。
工件Jj的交货期窗口开始和结束时间分别为d1

j=pj+q1,d2
j=pj+q2。因此,工件Jj 的交货期窗口为[pj+q1,

pj+q2]。定义Dj 为工件Jj的交货期窗口长度,Dj=q2-q1=D,j=1,…,n。由此可以看出所有工件的交货

期窗口长度都是相同的。需要确定工件的加工顺序、最优的维修位置和资源分配,以及极小化下面的总费用函

数Z=􀰐
n

j=1

(αEj+βTj+γd1
j+δDj)+g(u),其中α,β,γ,δ是相应目标函数的单位费用。g(u)是在给维修活动

增加资源时带来的资源消耗费用,g(u)是连续单调递增函数,且g(0)=0。对于固定的L,只存在唯一的u 使得

g(u)-Lτ(u)最小,定义为u*=argmin{g(u)-Lτ(u)},且u*可以在常数时间内求出。
用三参数表示法将2个问题分别表示成:

1tdcrm,(pj,θjpj)􀰐
n

j=1

(αEj+βTj+γd1j+δDj)+g(u)1pdcrm,(pj,θjpj)􀰐
n

j=1

(αEj+βTj+γd1j+δDj)+g(u)。

2依赖时间、资源的退化维修活动

下面讨论问题1tdcrm,(pj,θjpj)􀰐
n

j=1

(αEj +βTj +γd1
j +δDj)+g(u)。在此模型中,维修时间为

t(srm,u)=t0+σsrm-τ(u),目标函数为

Z=􀰐
n

j=1

(αEj +βTj +γd1
j +δDj)+g(u)=α􀰐

n

j=1
Ej +β􀰐

n

j=1
Tj +γ􀰐

n

j=1
d1

j +nδ(q2-q1)+g(u)。

Mosheiov等人[14]、Mor等人[12]和Wu等人[15]对多个交货期窗口的单机排序问题给出了一些性质。容易验

证,本文讨论的问题依然具有这些性质。
性质1 如果Cj ≤d1

j,则Cj-1 ≤d1
j-1,j=1,…,n;如果Cj ≥d2

j,则Cj+1 ≥d2
j+1,j=1,…,n。

性质2 在最优排序π* = (J[1],J[2],…,J[n])中,有q1=p[1]+p[2]+…+p[k]=􀰐
k

j=1
p[j]

,q2=p[1]+

p[2]+…+p[l]=􀰐
l

j=1
p[j]

,d1
[j]=p[j]+􀰐

k

j=1
p[j]

,d2
[j]=p[j]+􀰐

l

j=1
p[j]

,其中k=
n(δ-γ)

α
,l=

n(β-δ)
β

。

性质3 最优排序存在于以下几种情况:1)维修活动并未发生;2)维修活动发生在开始时间;3)维修活动

发生在第m 个位置,其中l≤m <n。
引理1[16] 两个数量相等的序列,元素分别为xi 和yi,将两个序列按照相反(相同)的顺序进行排列可使得

􀰐
n

i=1
xiyi 最小(大)。

根据以上性质及引理,分3种情况讨论问题1tdcrm,(pj,θjpj)􀰐
n

j=1

(αEj+βTj+γd1
j+δDj)+g(u),假设

排序为π=(J[1],J[2],…,J[n])。

1)维修并未发生。分别计算每部分的费用E[j]=max{0,d
1
[j]-C[j]

}。
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当j=1,…,k时,E[j]=d1
[j]-C[j]

;当j=k+1,…,n 时,E[j]=0,则有

α􀰐
n

j=1
E[j]=α􀰐

k

j=1

(d1
[j]-C[j]

)=α[(p[1]+q1)-p[1]+(p[2]+q1)-p[1]-p[2]+(p[3]+q1)-

p[1]-p[2]-p[3]+…+(p[k]+q1)-p[1]-p[2]-…-p[k-1]-p[k]]=α[q1+(q1-p[1])+

(q1-p[1]-p[2])+(q1-p[1]-p[2]-p[3])+…+(q1-p[1]-p[2]-…-p[k-1]
)]=α􀰐

k

j=1
jp[j]

。

当j=1,…,l时,T[j]=0;当j=l+1,…,n 时,T[j]=C[j]-d2
[j]
,则有

β􀰐
n

j=1
T[j]=β􀰐

n

j=l+1

(C[j]-d2
[j]
)=β[(p[l+1]+q2)-(p[l+1]+q2)+(p[l+1]+p[l+2]+q2)-

(p[l+2]+q2)+…+(p[l+1]+p[l+2]+p[l+3]+…+p[n-1]+p[n]+q2)-(p[n]+q2)]=

β[0+p[l+1]+(p[l+1]+p[l+2]
)+…+(p[l+1]+p[l+2]+…+p[n-1]

)]=β􀰐
n

j=l+1

(n-j)p[j]
。

γ􀰐
n

j=1
d1[j]=γ􀰐

n

j=1

(p[j]+q1)=γ􀰐
n

j=1
p[j]+nγ􀰐

k

j=1
p[j]=γ(n+1)􀰐

k

j=1
p[j]+γ􀰐

n

j=k+1
p[j]
,nδ(q2-q1)=nδ􀰐

l

j=k+1
p[j]
,

Z=􀰐
n

j=1

(αEj +βTj +γd1
j +δDj)+g(u)=

α􀰐
k

j=1
E[j]+β􀰐

n

j=l+1
T[j]+γ􀰐

n

j=1
d1
[j]+nδ(q2-q1)+g(u)=

􀰐
k

j=1

[αj+γ(n+1)]p[j]+􀰐
l

j=k+1

(nδ+γ)p[j]+􀰐
n

j=l+1

[β(n-j)+γ]p[j]+g(0)=􀰐
n

j=1
Wjp[j]

。

其中,Wj 为赋予位置j的权Wj =
αj+γ(n+1),j=1,…,k
nδ+γ,j=k+1,…,l

β(n-j)+γ,j=l+1,…,n

ì

î

í

ï
ï

ïï

。

2)维修发生在开始时间。维修时间为t(m,u)=t0+σ·0-τ(u)=t0-τ(u),其中srm=0。
同理,分别计算每部分的费用得:

α􀰐
n

j=1
E[j]=α􀰐

k

j=1

(d1
[j]-C[j]

)=α[(θ[1]p[1]+q1)-θ[1]p[1]+(θ[2]p[2]+q1)-θ[1]p[1]-θ[2]p[2]+

(θ[3]p[3]+q1)-θ[1]p[1]-θ[2]p[2]-θ[3]p[3]+…+(θ[k]p[k]+q1)-θ[1]p[1]-θ[2]p[2]-…-θ[k]p[k]]=
α[q1+(q1-θ[1]p[1])+(q1-θ[1]p[1]-θ[2]p[2])+(q1-θ[1]p[1]-θ[2]p[2]-

θ[3]p[3])+…+(q1-θ[1]p[1]-θ[2]p[2]-…-θ[k-1]p[k-1]
)]=α􀰐

k

j=1
jθ[j]p[j]

,

β􀰐
n

j=l+1
T[j]=β􀰐

n

j=l+1

(C[j]-d2
[j]
)=β[(θ[l+1]p[l+1]+q2)-(θ[l+1]p[l+1]+q2)+(θ[l+1]p[l+1]+θ[l+2]p[l+2]+q2)-

(θ[l+2]p[l+2]+q2)+…+(θ[l+1]p[l+1]+θ[l+2]p[l+2]+θ[l+3]p[l+3]+…+θ[n-1]p[n-1]+θ[n]p[n]+q2)-
(θ[n]p[n]+q2)]=β[θ[l+1]p[l+1]+(θ[l+1]p[l+1]+θ[l+2]p[l+2]

)+…+

(θ[l+1]p[l+1]+θ[l+2]p[l+2]+…+θ[n-1]p[n-1]
)]=β􀰐

n

j=l+1

(n-j)θ[j]p[j]
,

γ􀰐
n

j=1
d1
[j]=γ􀰐

n

j=1

(θ[j]p[j]+q1)=γ􀰐
n

j=1
θ[j]p[j]+nγ􀰐

k

j=1
θ[j]p[j]+γn(t0-τ(u))=

γ(n+1)􀰐
k

j=1
θ[j]p[j]+γ􀰐

n

j=k+1
θ[j]p[j]+γn(t0-τ(u)),

nδ(q2-q1)=nδ􀰐
l

j=k+1
θ[j]p[j]

,

Z=􀰐
n

j=1

(αEj +βTj +γd1
j +δDj)+g(u)=α􀰐

k

j=1
E[j]+β􀰐

n

j=l+1
T[j]+γ􀰐

n

j=1
d1
[j]+

nδ(q2-q1)+g(u)=􀰐
k

j=1

[αj+γ(n+1)]θ[j]p[j]+􀰐
l

j=k+1

(nδ+γ)θ[j]p[j]+
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􀰐
n

j=l+1

[β(n-j)+γ]θ[j]p[j]+γn(t0-τ(u))+g(u)=􀰐
n

j=1
Wjθ[j]p[j]+G(u)。

其中Wj =
αj+γ(n+1),j=1,…,k
nδ+γ,j=k+1,…,l

β(n-j)+γ,j=l+1,…,n

ì

î

í

ï
ï

ïï

,G(u)=γn(t0-τ(u))+g(u)。

3)维修活动发生在第m 个位置,其中l≤m <n。

α􀰐
n

j=1
E[j]=α􀰐

k

j=1

(d1
[j]-C[j]

)=α[(p[1]+q1)-p[1]+(p[2]+q1)-p[1]-p[2]+(p[3]+q1)-p[1]-

p[2]-p[3]+…+(p[k]+q1)-p[1]-p[2]-…-p[k-1]-p[k]]=α[q1+(q1-p[1])+(q1-p[1]-p[2])+

(q1-p[1]-p[2]-p[3])+…+(q1-p[1]-p[2]-…-p[k-1]
)]=α􀰐

k

j=1
jp[j]

,

β􀰐
n

j=l+1
T[j]=β􀰐

n

j=l+1

(C[j]-d2
[j]
)=β[(p[l+1]+q2)-(p[l+1]+q2)+(p[l+1]+p[l+2]+q2)-

(p[l+2]+q2)+…+(p[l+1]+p[l+2]+…+p[m]+q2)-(p[m]+q2)+(p[l+1]+p[l+2]+…+

p[m]+θ[m+1]p[m+1]+t0+σsrm -τ(u)+q2)-(θ[m+1]p[m+1]+q2)+…+(p[l+1]+p[l+2]+

p[l+3]+…+p[m]+θ[m+1]p[m+1]+…+θ[n]p[n]+t0+σsrm -τ(u)+q2)-(θ[n]p[n]+q2)]=

β
é

ë

ê
ê􀰐

m

j=l+1

(n-j)p[j]+
æ

è
ççt0+σ􀰐

m

j=1
p[j]-τ(u)

ö

ø
÷÷(n-m)+ 􀰐

n

j=m+1

(n-j)θ[j]p[j]

ù

û

ú
ú
,

γ􀰐
n

j=1
d1
[j]=γ

æ

è
çç􀰐

m

j=1
p[j]+ 􀰐

n

j=m+1
θ[j]p[j]+n􀰐

k

j=1
p[j]

ö

ø
÷÷ =γ(n+1)􀰐

k

j=1
p[j]+γ􀰐

m

j=k+1
p[j]+

γ􀰐
n

j=m+1
θ[j]p[j]

,nδ(q2-q1)=nδ􀰐
l

j=k+1
p[j]

,

Z=􀰐
n

j=1

(αEj +βTj +γd1
j +δDj)+g(u)=α􀰐

k

j=1
E[j]+β􀰐

n

j=l+1
T[j]+γ􀰐

n

j=1
d1
[j]+nδ(q2-q1)+g(u)=

􀰐
k

j=1

[αj+γ(n+1)+β·σ(n-m)]p[j]+􀰐
l

j=k+1

(nδ+γ+β·σ(n-m))p[j]+

􀰐
m

j=l+1

[β(n-j)+γ+β·σ(n-m)]p[j]+ 􀰐
n

j=m+1

[β(n-j)+γ]θ[j]p[j]+

β(t0-τ(u))(n-m)+g(u)=􀰐
m

j=1
Wjp[j]+ 􀰐

n

j=m+1
Wjθ[j]p[j]+G(u)。

其中Wj =

αj+γ(n+1)+β·σ(n-m),j=1,…,k
nδ+γ+β·σ(n-m),j=k+1,…,l

β(n-j)+γ+β·σ(n-m),j=l+1,…,m

β(n-j)+γ,j=m+1,…,n

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

,G(u)=β(t0-τ(u))(n-m)+g(u)。

情况1)可根据引理1将工件的加工时间p[j]与赋予位置的权Wj 按照相反的顺序进行排列,得到的目标函

数即为最小值。此时,计算复杂性为O(nlogn)。情况2)可分为两部分进行考虑。第一部分􀰐
n

j=1
Wjθ[j]p[j]

,根据

引理1将工件的加工时间θ[j]p[j]与赋予位置的权Wj 按照相反的顺序进行排列。第二部分G(u)按照u* =
argmin{γn(t0-τ(u))+g(u)}计算出u*,从而获得G(u)的最小值。经过两部分计算得到的目标函数即为最

小值。此时,计算复杂性为O(nlogn)。情况3)也可分为两部分进行考虑,将此问题的第一部分转化为指派问题

Z1=􀰐
n

i=1
􀰐
n

j=1
vijχij。可得vij =

[αi+γ(n+1)+β·σ(n-m)]pj,j=1,…,k
[nδ+γ+β·σ(n-m)]pj,j=k+1,…,l
[β(n-i)+γ+β·σ(n-m)]pj,j=l+1,…,m
[β(n-i)+γ]θjpj,j=m+1,…,n

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

,
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minZ1=􀰐
n

i=1
􀰐
n

j=1
vijχij

s.t.􀰐
n

i=1

χij =1,j=1,…,n;􀰐
n

j=1

χij =1,i=1,…,n;

χij ∈ 0,1{ },1≤i,j≤n。
定义变量χij,如果工件i排在第j个位置上,则χij =1;否则,χij =0。
对于第二部分G(u),按照u* =argmin{β(t0-τ(u))(n-m)+g(u)}计算出u*,从而获得G(u)的最小

值。指派问题的计算复杂性为O(n3),对于每一个可能维修的位置l+1,l+2,…,n,都要求解一个相应的指派

问题,因此整个过程的计算复杂性为O(n4)。
基于以上讨论有定理1。

定理1 对于问题1tdcrm,(pj,θjpj)􀰐
n

j=1

(αEj+βTj+γd1
j+δDj)+g(u),存在计算复杂性为O(n4)的

多项式时间算法。

3依赖位置、资源的退化维修活动

本节讨论问题1pdcrm,(pj,θjpj)􀰐
n

j=1

(αEj +βTj +γd1
j +δDj)+g(u)。在此模型中,维修时间为

t(m,u)=t0φ(m)-τ(u),目标函数为

Z=􀰐
n

j=1

(αEj +βTj +γd1
j +δDj)+g(u)=α􀰐

n

j=1
Ej +β􀰐

n

j=1
Tj +γ􀰐

n

j=1
d1

j +nδ(q2-q1)+g(u)。

前面用到的性质与引理依然适用于本节研究的问题,与上一节类似,考虑以下3种情况。

1)维修并未发生。

α􀰐
n

j=1
E[j]=α􀰐

k

j=1

(d1
[j]-C[j]

)=α[(p[1]+q1)-p[1]+(p[2]+q1)-p[1]-p[2]+(p[3]+q1)-p[1]-p[2]-

p[3]+…+(p[k]+q1)-p[1]-p[2]-…-p[k-1]-p[k]]=α[q1+(q1-p[1])+

(q1-p[1]-p[2])+(q1-p[1]-p[2]-p[3])+…+(q1-p[1]-p[2]-…-p[k-1]
)]=α􀰐

k

j=1
jp[j]

,

β􀰐
n

j=1
T[j]=β􀰐

n

j=l+1

(C[j]-d2
[j]
)=β[(p[l+1]+q2)-(p[l+1]+q2)+(p[l+1]+p[l+2]+q2)-

(p[l+2]+q2)+…+(p[l+1]+p[l+2]+p[l+3]+…+p[n-1]+p[n]+q2)-(p[n]+q2)]=

β[0+p[l+1]+(p[l+1]+p[l+2]
)+…+(p[l+1]+p[l+2]+…+p[n-1]

)]=β􀰐
n

j=l+1

(n-j)p[j]
,

γ􀰐
n

j=1
d1
[j]=γ􀰐

n

j=1

(p[j]+q1)=γ􀰐
n

j=1
p[j]+nγ􀰐

k

j=1
p[j]=γ(n+1)􀰐

k

j=1
p[j]+γ􀰐

n

j=k+1
p[j]

,

nδ(q2-q1)=nδ􀰐
l

j=k+1
p[j]

,

Z=􀰐
n

j=1

(αEj +βTj +γd1
j +δDj)+g(u)=α􀰐

k

j=1
E[j]+β􀰐

n

j=l+1
T[j]+γ􀰐

n

j=1
d1
[j]+nδ(q2-q1)+g(u)=

􀰐
k

j=1

[αj+γ(n+1)]p[j]+􀰐
l

j=k+1

(nδ+γ)p[j]+􀰐
n

j=l+1

[β(n-j)+γ]p[j]+g(0)=􀰐
n

j=1
Wjp[j]

。

其中,Wj =
αj+γ(n+1),j=1,…,k
nδ+γ,j=k+1,…,l

β(n-j)+γ,j=l+1,…,n

ì

î

í

ï
ï

ïï

。

2)维修发生在开始时间。维修时间为t(m,u)=t0φ(0)-τ(u)=t0-τ(u),其中φ(0)=1。

α􀰐
n

j=1
E[j]=α􀰐

k

j=1

(d1
[j]-C[j]

)=α[(θ[1]p[1]+q1)-θ[1]p[1]+(θ[2]p[2]+q1)-θ[1]p[1]-θ[2]p[2]+
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(θ[3]p[3]+q1)-θ[1]p[1]-θ[2]p[2]-θ[3]p[3]+…+(θ[k]p[k]+q1)-θ[1]p[1]-θ[2]p[2]-…-θ[k]p[k]]=
α[q1+(q1-θ[1]p[1])+(q1-θ[1]p[1]-θ[2]p[2])+(q1-θ[1]p[1]-θ[2]p[2]-θ[3]p[3])+…+

(q1-θ[1]p[1]-θ[2]p[2]-…-θ[k-1]p[k-1]
)]=α􀰐

k

j=1
jθ[j]p[j]

,

β􀰐
n

j=1
T[j]=β􀰐

n

j=l+1

(C[j]-d2
[j]
)=β[(θ[l+1]p[l+1]+q2)-(θ[l+1]p[l+1]+q2)+(θ[l+1]p[l+1]+θ[l+2]p[l+2]+q2)-

(θ[l+2]p[l+2]+q2)+…+(θ[l+1]p[l+1]+θ[l+2]p[l+2]+θ[l+3]p[l+3]+…+θ[n-1]p[n-1]+θ[n]p[n]+q2)-
(θ[n]p[n]+q2)]=β[θ[l+1]p[l+1]+(θ[l+1]p[l+1]+θ[l+2]p[l+2]

)+…+

(θ[l+1]p[l+1]+θ[l+2]p[l+2]+…+θ[n-1]p[n-1]
)]=β􀰐

n

j=l+1

(n-j)θ[j]p[j]
,

γ􀰐
n

j=1
d1
[j]=γ􀰐

n

j=1

(θ[j]p[j]+q1)=γ􀰐
n

j=1
θ[j]p[j]+n·γ􀰐

k

j=1
θ[j]p[j]+γ·n(t0-τ(u))=

γ(n+1)􀰐
k

j=1
θ[j]p[j]+γ􀰐

n

j=k+1
θ[j]p[j]+γ·n(t0-τ(u)),

nδ(q2-q1)=nδ􀰐
l

j=k+1
θ[j]p[j]

,

Z=􀰐
n

j=1

(αEj +βTj +γd1
j +δDj)+g(u)=α􀰐

k

j=1
E[j]+β􀰐

n

j=l+1
T[j]+γ􀰐

n

j=1
d1
[j]+nδ(q2-q1)+g(u)=

􀰐
k

j=1

[αj+γ(n+1)]θ[j]p[j]+􀰐
l

j=k+1

(nδ+γ)θ[j]p[j]+􀰐
n

j=l+1

[β(n-j)+γ]θ[j]p[j]+

γn(t0-τ(u))+g(u)=􀰐
n

j=1
Wjθ[j]p[j]+G(u)。

其中,Wj =
αj+γ(n+1),j=1,…,k
nδ+γ,j=k+1,…,l

β(n-j)+γ,j=l+1,…,n

ì

î

í

ï
ï

ïï

,G(u)=γn(t0-τ(u))+g(u)。

3)维修活动发生在第m 个位置,其中l≤m <n。维修时间为t(m,u)=t0φ(m)-τ(u)。

α􀰐
n

j=1
E[j]=α􀰐

k

j=1

(d1
[j]-C[j]

)=α[(p[1]+q1)-p[1]+(p[2]+q1)-p[1]-p[2]+(p[3]+q1)-

p[1]-p[2]-p[3]+…+(p[k]+q1)-p[1]-p[2]-…-p[k-1]-p[k]]=α[q1+(q1-p[1])+

(q1-p[1]-p[2])+(q1-p[1]-p[2]-p[3])+…+(q1-p[1]-p[2]-…-p[k-1]
)]=α􀰐

k

j=1
jp[j]

。

β􀰐
n

j=1
T[j]=β􀰐

n

j=l+1

(C[j]-d2
[j]
)=β[􀰐

m

j=l+1

(n-j)p[j]+(t0φ(m)-τ(u))(n-m)+ 􀰐
n

j=m+1

(n-j)θ[j]p[j]],

γ􀰐
n

j=1
d1
[j]=γ (􀰐

m

j=1
p[j]+ 􀰐

n

j=m+1
θ[j]p[j]+n􀰐

k

j=1
p[j]) =γ(n+1)􀰐

k

j=1
p[j]+γ􀰐

m

j=k+1
p[j]+γ􀰐

n

j=m+1
θ[j]p[j]

,

nδ(q2-q1)=nδ􀰐
l

j=k+1
p[j]

,

Z=􀰐
n

j=1

(αEj +βTj +γd1
j +δDj)+g(u)=α􀰐

k

j=1
E[j]+β􀰐

n

j=l+1
T[j]+γ􀰐

n

j=1
d1
[j]+nδ(q2-q1)+g(u)=

􀰐
k

j=1

[αj+γ(n+1)]pj +􀰐
l

j=k+1

(nδ+γ)p[j]+􀰐
m

j=l+1

[γ+β(n-j)]p[j]+ 􀰐
n

j=m+1

[β(n-j)+γ]θ[j]p[j]+

β(t0φ(m)-τ(u))(n-m)+g(u)=􀰐
m

j=1
Wjp[j]+ 􀰐

n

j=m+1
Wjθ[j]p[j]+G(u)。

其中,Wj =
αj+γ(n+1),j=1,…,k
nδ+γ,j=k+1,…,l

β(n-j)+γ,j=l+1,…,n

ì

î

í

ï
ï

ïï

,G(u)=β(t0φ(m)-τ(u))(n-m)+g(u)。
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情况1)和情况2)分别与上一节相同,因此,计算复杂度为O(nlogn)。情况3)依据前面的讨论,可将此问题

的第一部分转化为指派问题Z1=􀰐
n

i=1
􀰐
n

j=1
vijχij,可得vij =

[αi+γ(n+1)]pj,j=1,…,k
[nδ+γ]pj,j=k+1,…,l
[β(n-i)+γ]pj,j=l+1,…,m
[β(n-i)+γ]θjpj,j=m+1,…,n

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

,

minZ1=􀰐
n

i=1
􀰐
n

j=1
vijχij

s.t.􀰐
n

i=1

χij =1,j=1,…,n;􀰐
n

j=1

χij =1,i=1,…,n。

定义变量χij,如果工件i排在第j个位置上,则χij =1;否则,χij =0。
对于第二部分G(u),依然按照u*=argmin{β(t0φ(m)-τ(u))(n-m)+g(u)}计算出u*,从而获得G(u)

的最小值。整个过程的计算复杂度与上一节的情况3相同,为O(n4)。
基于前面的讨论有以下结论。

定理2 对于问题1pdcrm,(pj,θjpj)􀰐
n

j=1

(αEj+βTj+γd1
j+δDj)+g(u),存在计算复杂性为O(n4)的

多项式时间算法。

4结论

本文讨论了依赖时间、资源的维修活动和依赖位置、资源的维修活动及交货期窗口的单机排序问题。需要

确定最佳维修位置、工件加工顺序、资源分配和极小化提前完工费用、延误完工费用、交货期窗口开始时间费用、
交货期窗口大小费用及相应的资源函数费用之和。分别从3种不同的维修位置进行了计算、分析,证明了这些

问题在多项式时间内是可解的。进一步的研究可以考虑其他单机问题或平行机问题。
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OperationsResearchandCybernetics

SingleMachineSchedulingMaintenanceActivityandDue-windowAssignment

ZHANGLei,ZHAOChuanli
(SchoolofMathematicsandSystemScience,ShenyangNormalUniversity,Shenyang110034,China)

Abstract:[Purposes]Itconsiderssingle-machineschedulingadeterioratingmaintenanceactivityanddue-windowassignment.This

classofproblemshasawiderangeofpracticalapplications.Eachjobhasitsowndue-window.Ifthejobiscompletedoutsidethedue-

window,itwouldbepenalizedaccordingtoitsearlinessortardinessvalue.Therefore,itisveryimportanttodeterminetheposition

ofdue-window.[Methods]Therearetwomodels.Inthefirstmodel,thetimeofmaintenanceactivitydependsonitsstartingtimeand

resource.Inthesecondmodel,thetimeofmaintenanceactivitydependsonitspositionandresource.Accordingtoeachpositionof

maintenanceactivity,problemsareconvertedintoassignmentproblem.[Findings]Fortheseproblems,itprovidespolynomialtime

algorithmswhichcanbesolvedinO(n4).[Conclusions]Anditprovesthattheproblemcanbesolvedinpolynomialtime.

Keywords:scheduling;singlemachine;deterioratingmaintenance;due-window;polynomialtime
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