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N(2,2,0)代数的(λ,μ)-反模糊子代数
*
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摘要:【目的】模糊子代数是模糊代数的一个重要研究内容。为了解N(2,2,0)代数的模糊结构,在 N(2,2,0)代数中引入

了(λ,μ)反模糊子代数概念。【方法】利用模糊集的相关理论和性质,讨论了N(2,2,0)代数的(λ,μ)反模糊子代数的若

干性质。【结果】证明了N(2,2,0)代数的(λ,μ)反模糊子代数的并,同态像以及反直积也是(λ,μ)反模糊子代数。【结

论】相关的研究结果丰富了N(2,2,0)代数的模糊理论。
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利用代数学方法来研究非经典逻辑已受到越来越多的学者关注。文献[1]从代数学的角度对蕴涵代数的模

糊蕴涵算子进行了必要的抽象,得到了一类N(2,2,0)代数结构。文献[2]又引入了N(2,2,0)代数的子代数概

念。围绕N(2,2,0)代数结构,诸多学者从不同的角度得到了N(2,2,0)代数子代数的性质[3-8]。1965年,Zadeh
提出了模糊集的概念和理论[9]。1971年,Rosenfeld给出了模糊子群的概念[10],使得模糊代数的研究成为一个

新的研究领域。随后模糊集的相关理论被广泛应用于各类代数系统和代数结构,并取得了大量的研究成果。文

献[11]讨论了布尔代数的(λ,μ)模糊子代数及相关的性质,文献[12-13]讨论了布尔代数的(λ,μ)反模糊子代

数及相关的性质。本研究将(λ,μ)模糊集应用于N(2,2,0)代数,给出了N(2,2,0)代数的(λ,μ)反模糊子代数

的概念,并讨论了相关性质,为N(2,2,0)代数的深入研究奠定了基础。

为讨论问题方便,下面先给出一些相关的概念。

定义1[1] 假设S 是含有0元素的一个集合。在S 中定义两个二元运算*和Δ,若对∀x,y,z∈S,都有:

1)x*(yΔz)=z*(x*y);2)(xΔy)*z=y*(x*z);3)0*x=x。则称(S,*,Δ,0)是一个N(2,2,0)代
数,简称S 是一个N(2,2,0)代数。

为了以下讨论方便,约定S 表示N(2,2,0)代数(S,*,Δ,0)。
定义2[2] 设Q 是S 的子集,若对∀x,y,z∈S,都有:1)0∈Q;2)由∀x,y∈S,可推出x*y∈Q,

yΔx∈Q。则称Q 是S 上的一个子代数。

引理1 Q 是S 上的一个子代数当且仅当0∈Q 且∀x,y∈S,x*y∈Q。
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定义3 设A 是S 上的模糊子集,若∀x,y∈S,0≤λ<μ≤1,都有:1)A(0)∧μ≤A(x)∨λ;2)A(x*y)∧

μ≤A(x)∨A(y)∨λ;3)A(xΔy)∧μ≤A(x)∨A(y)∨λ。则称A 是S 的(λ,μ)反模糊子代数。

注意到N(2,2,0)代数满足x*y=yΔx,从而定义3中的2)和3)等价。故S 上的模糊集A 是 (λ,μ)反模

糊子代数的充要条件是1)和2)成立,或1)和3)成立。

定义4 设A 是S 上的模糊集,At={x|A(x)≤t,x∈S},称At 为A 的t水平的下截集。类似地,称At=
{x|A(x)<t,x∈S}为A 的t强水平的下截集。

下面的定理1给出了N(2,2,0)代数的(λ,μ)反模糊子代数与子代数的关系。
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定理1 若A 是S 的(λ,μ)反模糊子代数,如果∀t∈[λ,μ),At={x|A(x)≤t,x∈S}非空,则At 是S 的

子代数。

证明 ∀t∈[λ,μ),由于At={x|A(x)≤t,x∈S}非空,所以存在x0∈At,使得A(x0)≤t。又因为A 是

S 的(λ,μ)反模糊子代数,从而∀x∈S 有A(0)∧μ≤A(x)∨λ,因此A(0)∧μ≤A(x0)∨λ≤t∨λ=t,又由于

λ≤t<μ,所以A(0)≤t,即0∈At。另外,如果x∈At,y∈At,则A(x)≤t,A(y)≤t,且A(x*y)∧μ≤A(x)∨
A(y)∨λ≤t∨t∨λ=t。这表明A(x*y)≤t,即x*y∈At。故At 是S 的子代数。 证毕

定理2 若A 是S 的模糊子集,如果∀t∈[λ,μ),At={x|A(x)≤t,x∈S}非空,且At 是S 的子代数,则

A 是S 的(λ,μ)反模糊子代数。

证明 假定存在x0∈S 使得A(0)∧μ>A(x0)∨λ。取t=A(x0)∨λ,则A(x0)≤t,并且A(0)>t,λ≤t<μ。
因为At={x|A(x)≤t,x∈S}非空,且At 是S 的子代数,从而0∈At,即A(0)≤t与A(0)>t矛盾,所以对任

意x∈S 有A(0)∧μ≤A(x)∨λ。
假定存在x0,y0∈S 使得A(x0*y0)∧μ>A(x0)∨A(y0)∨λ 成立,取t=A(x0)∨A(y0)∨λ,则有

A(x0)≤t,A(y0)≤t,A(x0*y0)∧μ>t,即A(x0*y0)>t。因x0,y0∈At,且At 是S 的子代数,从而x0*

y0∈At。这与A(x0*y0)>t矛盾。故对于任意x,y∈S 有A(x*y)∧μ≤A(x)∨A(y)∨λ。
综上,由定义3可知A 是S 的(λ,μ)反模糊子代数。 证毕

定理3 A 是S 的模糊子集,如果∀t∈[λ,μ),At={x|A(x)<t,x∈S}非空,则A 是S 的(λ,μ)反模糊子

代数的充要条件是At 是S 的子代数。

下面讨论S 的(λ,μ)反模糊子代数的并的相关性质。

定义5 设A 和B 是S 的模糊集,对∀x∈S,称(A∪B)(x)=A(x)∨B(x)为A 和B 的并。

定理4 若A 和B 都是S 的(λ,μ)反模糊子代数,则A∪B 也是S 的(λ,μ)反模糊子代数。

证明 因为A 和B 都是S 的(λ,μ)反模糊子代数,所以∀x,y∈S,0≤λ<μ≤1,都有

A(0)∧μ≤A(x)∨λ,A(x*y)∧μ≤A(x)∨A(y)∨λ;

B(0)∧μ≤B(x)∨λ,B(x*y)∧μ≤B(x)∨B(y)∨λ。
于是

(A ∪B)(x)∨λ=A(x)∨B(x)∨λ=(A(x)∨λ)∨ (B(x)∨λ)⩾ (A(0)∧μ)∨ (B(0)∧μ)=
(A(0)∨B(0))∧μ=A ∪B(0)∧μ,

(A ∪B)(x*y)∧μ=A(x*y)∨B(x*y)∧μ=(A(x*y)∧μ)∨ (B(x*y)∧μ)≤
(A(x)∨A(y)∨λ)∨ (B(x)∨B(y)∨λ)=(A(x)∨B(x))∨ (A(y)∨B(y))∨λ=

(A ∪B)(x)∨ (A ∪B)(y)∨λ。
即A∪B 是S 的(λ,μ)反模糊子代数。 证毕

推论1 若Ai(i=1,2,…,n)是S 的(λ,μ)反模糊子代数,则A1∪A2∪…∪An 也是S 的(λ,μ)反模糊子

代数。
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定理5 假设S1,S2 是两个N(2,2,0)代数,f:S1→S2 为同态映射且f(0)=0。A 是S1 的(λ,μ)反模糊子

代数,则f(A)是S2 的(λ,μ)反模糊子代数。其中f(A)(y)=inf{A(x)|f(x)=y}。
证明 ∀y1,y2∈S2,由于f:S1→S2 为同态映射,从而存在x1,x2∈S1 使得f(x1)=y1,f(x2)=y2。于

是对于0≤λ<μ≤1有:

f(A)(y1*y2)∧μ=inf{A(x)|f(x)=y1*y2}∧μ=inf{A(x1*x2)|f(x1*x2)=y1*y2}∧μ=
inf{A(x1*x2)∧μ|f(x1)*f(x2)=y1*y2}≤inf{A(x1)∨A(x2)∨λ|f(x1)*f(x2)=y1*y2}≤

inf{A(x1)∨λ|f(x1)=y1}∨inf{A(x2)∨λ|f(x2)=y2}=inf{A(x1)|f(x1)=y1}∨
inf{A(x2)|f(x2)=y2}∨λ=f(A)(y1)∨f(A)(y2)∨λ。
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另外,对于任意的y∈S2

f(A)(y)∨λ=inf{A(x)|f(x)=y}∨λ=inf{A(x)∨λ|f(x)=y}≥
inf{A(0)∧μ|f(x)=0}=inf{A(0)|f(x)=0}∧μ=f(A)(0)∧μ。

故f(A)是S2 的(λ,μ)反模糊子代数。 证毕

定理6 假设S1,S2 是两个N(2,2,0)代数,f:S1→S2 为同态映射且f(0)=0。B 是S2 的(λ,μ)反模糊子

代数,则f-1(B)是S1 的(λ,μ)反模糊子代数。其中f-1(B)(x)=B(f(x)),x∈S1。

证明 ∀x1,y1∈S1,由于f:S1→S2 为同态映射,且B 是S2 的(λ,μ)反模糊子代数,因此,

f-1(B)(x1*y1)∧μ=B(f(x1*y1))∧μ=B(f(x1)*f(y1))∧μ≤
B(f(x1))∨B(f(y1))∨λ=f-1(B(x1))∨f-1(B(y1))∨λ。

又对于x∈S1,由B 是S2 的(λ,μ)反模糊子代数可得

f-1(B)(0)∧μ=B(f(0))∧μ≤B(f(x))∨λ=f-1(B)(x)∨λ。
综上可知,f-1(B)是S1 的(λ,μ)反模糊子代数。 证毕

定义6 若A 和B 分别是非空集合S1 和S2 的模糊子集,对任意的(x,y)∈S1×S2,定义映射AB:S1×
S2→[0,1]为:(AB)(x,y)=A(x)∨B(y),则AB 是S1×S2 的模糊子集,并称AB 为模糊集A 和B 的

反直积。

定理7 假设A,B 分别是N(2,2,0)代数S1,S2 的(λ,μ)反模糊子代数,则AB 是N(2,2,0)代数S1×
S2 的(λ,μ)反模糊子代数。这里规定∀(x1,y1),(x2,y2)∈S1×S2,(x1,y1)*(x2,y2)=(x1*x2,y1*y2),
(x1,y1)Δ(x2,y2)=(x1Δx2,y1Δy2)。

证明 对任意(x,y)∈S1×S2,由于A,B 分别是S1,S2 的(λ,μ)反模糊子代数,从而可得:
(A B)(0,0)∧μ=(A(0)∨B(0))∧μ=(A(0)∧μ)∨ (B(0)∧μ)≤
(A(x)∨λ)∨ (B(y)∨λ)=(A(x)∨B(y))∨λ=(A B)(x,y)∨λ。

对∀(x1,y1),(x2,y2)∈S1×S2,由于A 和B 分别是N(2,2,0)代数S1,S2 的模糊子代数,因而有:

A(x1*x2)∧μ≤A(x1)∨A(x2)∨λ,B(y1*y2)∧μ≤B(y1)∨B(y2)∨λ,
(A B)((x1,y1)*(x2,y2))∧μ=(A B)(x1*x2,y1*y2)∧μ=

(A(x1*x2)∨B(y1*y2))∧μ=(A(x1*x2)∧μ)∨ (B(y1*y2)∧μ)≤
(A(x1)∨A(x2)∨λ)∨ (B(y1)∨B(y2)∨λ)=(A B)(x1,y1)∨ (A×B)(x2,y2)∨λ。

因此,AB 是S1×S2 的模糊子代数。 证毕
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(λ,μ)Anti-fuzzySubalgebraofN(2,2,0)Algebra

WANGFengxiao
(CollegeofMathematicsandStatistics,KashigarUniversity,KashiXinjiang844000,China)

Abstract:[Purposes]Fuzzysub-algebraisanimportantfieldinthestudyoffuzzyalgebra.Inordertounderstandthepropertiesof

fuzzystructureofN(2,2,0)-algebra,theconceptof(λ,μ)anti-fuzzysub-algebraofN(2,2,0)-algebraisintroduced.[Methods]

Basedonthetheoryandpropertiesoffuzzysets,therelatedpropertiesof(λ,μ)anti-fuzzysub-algebrainN(2,2,0)-algebraare

discussed.[Findings]Furthermore,itisprovedthattheintersectionandhomomorphismimagesandanti-directproductinN(2,2,0)-

algebraof(λ,μ)anti-fuzzysub-algebraarealso(λ,μ)anti-fuzzysub-algebra.[Conclusions]TheresultsenrichedfuzzytheoryinN
(2,2,0)-algebra.
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