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带随机利率的二维离散时的破产概率
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摘要:【目的】讨论了一个带有随机利率的二维离散时风险模型,该模型由边际分布服从延拓正则变化族分布的随机变量

组成的随机向量构造,建立一个更为符合实际需求的二维模型。【方法】借鉴求带常数利率的二维离散时风险模型中的二

维有限时破产概率的方法,研究了此模型上的二维有限时破产概率问题。【结果】在给定的一些假设条件下,得到了如下

带随机 利 率 的 二 维 离 散 时 风 险 模 型 中 关 于 二 维 有 限 时 破 产 概 率 的 一 致 渐 近 结 论:当 x→ ∞ 时 φ(x,n)~
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j=1
P X1,k∏
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l=1
Yl >x1,X2,j∏
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l=1
Yl >x2( ) ,其中x=x1+x2。【结论】推广了带常数利率条件下的二维离散时风险

模型中的相应结论。
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1预备知识

近年来,保险和金融等风险模型中一维风险模型备受关注[1-5]。但在风险发生时,由该事件所引起的保险索

赔种类往往会超过一种,例如当汽车碰撞风险发生时,除了车辆险之外,还存在第三方的责任险等其他险种,所
以研究多维风险模型有更强的实际意义。多维风险模型中的破产概率问题的研究比较复杂,甚至在二维情形中

也是如此,多维的风险模型和二维的风险模型中的破产问题详见文献[6-8]。重尾分布是描述稀有事件的分布规

律,在风险理论中,由极端的重大自然灾害而造成的保险损失理赔额一般用重尾分布来表示。
称随机变量X(或其对应的分布函数F(x)=P(X≤x))是服从重尾分布的,如果X 不存在有限的指数矩。
称一个支撑在[0,∞)上的分布函数F(x)是属于参数为(α,β)的延拓正则变化族的,如果对于某两个常数

0<α≤β<∞及所有的y≥1,有y-β≤liminf
x→∞

F(xy)
F(x)

≤limsup
x→∞

F(xy)
F(x)

≤y-α恒成立。

称分布函数F(x)属于参数为α 的正则变化族的,如果存在某个大于等于零的常数α 及任意的y>0,有

lim
x→∞

F(xy)
F(x)

=y-α成立。延拓正则变化族和正则变化族都是重尾分布族的子族,且延拓正则变化族包含了正则变化族。

本文主要讨论延拓正则变化族上的一个二维离散时风险模型中的破产概率问题,模型中需要的假设如下。
(A1){Xk=(X1,k,X2,k)T,1≤k≤n}是一个独立同分布的随机向量序列,分布与随机向量(X1,X2)相同,即带

有相同的边际分布函数F1(x)(属于X1 的)和边际分布函数F2(x)(属于X2 的)以及联合分布函数F1,2(x1,x2)=
P(X1≤x1,X2≤x2),且这里随机向量(-X1,-X2)有一个链接函数C(·,·)。

(A2)F1(x)=1-F1(x)属于参数为(α,β)的延拓正则变化族的,F1 和F2 是尾等价的,即存在某个常数

c∈(0,∞)使得lim
x→∞

F2(x)

F1(x)
=c成立,且对于每个分布函数Fi(x),i=1,2,有lim

x→∞

Fi(-x)

Fi(x)
=0。

(A3)存在某个常数γ∈ 1,∞[ ) 及任意的v>0使得lim
x→∞

C(vg(x),vf(x))
C(g(x),f(x))

=vγ 恒成立,此处g(x)>0和

f(x)>0,且满足lim
x→0

g(x)=lim
x→0

f(x)=0。
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(A4)设{Yi,i≥1}是取值在[a,b]上的独立同分布的随机变量,在保险风险模型中Y-1
i 代表随机利率,Yi 就

是折现因子,i=1,2,…,其中0<a≤b<∞。
设随机向量Xi=(X1,i,X2,i)T 代表保险公司在第i个时期的净损失(即整个保费索赔额减去保险的保费收

入),i≥1。保险公司的初始资本为x,记x=(x1,x2)T,其中x1=a1x,x2=a2x,且a1 和a2 为非负数,a1+a2=1。
Ui 代表第i个时期末的资产盈余,带随机利率的离散时二维离散时风险模型可以写为
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,i≥1。

进而带随机利率的二维离散时风险折现模型可以写为
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,i≥1。 (1)

记两类保险索赔险种的一维的破产时间分别为T1=min{n:U1,n<0}和T2=min{n:U2,n<0},取T=T1∨T2,

称φ(x,n)=P
æ

è
çç∩
2

j=1
(min
0≤i≤n

Ûj,i <0)U0=x
ö

ø
÷÷ 为在T 时刻发生的破产概率。

2T 时刻的破产概率

引理1 假设{Xk=(X1,k,X2,k)T,k≥1}是一个非负的随机向量,满足假设条件(A1)和(A3)。若{X1,k,k≥1}

的共同分布F1(x)属于参数为(α,β)的延拓正则变化族的,则对于任意的x=(x1,x2)T>0,δ≥1,k≠j,有

δ-2β ≤liminf
x→∞

P (X1,k∏
k

j=1
Yj >δx1,X2,k∏

k

j=1
Yj >δx2 )

P (X1,k∏
k

j=1
Yj >x1,X2,k∏

k

j=1
Yj >x2 )

≤

limsup
x→∞

P (X1,k∏
k

j=1
Yj >δx1,X2,k∏

k

j=1
Yj >δx2 )

P (X1,k∏
k

j=1
Yj >x1,X2,k∏

k

j=1
Yj >x2 )

≤δ-2α 。

采用类似文献[6]的引理2.1的方法即可证明引理1。
定理1 设初始资本为x,x=(x1,x2)T,模型(1)满足假设条件(A1)~(A4),则对于任意固定的正整数n,当x→∞

时在T 时刻发生的带有随机利率的二维破产概率为φ(x,n)~
n

k=1

n

j=1
P (X1,k∏

k

l=1
Yl >x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >x2 )。

证明 对于任意固定的正整数n,

φ(x,n)=P (∩
2

j=1
( min
0≤i≤n

Ûj,i <0) U0=x ) =P (max
1≤i≤n 

i

k=1
X1,k∏

k

j=1
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i
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X2,k∏

k

j=1
Yj >x2 )。

首先证明对于任意的n≥1,有

φ(x,n)≲ 
n

k=1

n

j=1
P (X1,k∏

k

l=1
Yl >x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >x2 )。 (2)

由于{Yj
,j≥1}是非负的,所以有

n

k=1
Xj,k∏

k

l=1
Yl ≤ max0≤m≤n 

m

k=1
Xj,k∏

k

l=1
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n

k=1
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j,k∏
k

l=1
Yl,j=1,2。 存在某个常

数v 使得
1
2<v<1

,0<y1=
1-v
n-1<

1
n<v

成立,于是有

P S1,n >x1,S2,n >x2( ) ≤
n

k=1

n

j=1
P (X1,k∏

k

l=1
Yl >vx1,X2,j∏

j

l=1
Yl >vx2 ) +

P (S1,n >x1,S2,n >x2,∩
n

k=1
X1,k∏

k

l=1
Yl ≤vx1{ },∩

n

j=1
X2,j∏

j

l=1
Yl ≤vx2{ } ) +
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P (S1,n >x1,S2,n >x2,∩
n

k=1
X1,k∏

k

l=1
Yj ≤vx1{ },∪

n

j=1
X2,j∏

j

l=1
Yl >vx2{ } ) +
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n

k=1
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j=1
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Yl ≤vx2{ } ) =:P1+P2+P3+P4 。

首先,由延拓正则变化族的定义、假设条件(A2)和引理1知,对于
1
2<v<1

有

limsup
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≤
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因此有
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  其次,
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n FΘ ) ] ≤
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j=1


s1≠k


s2≠j
E [P (X1,s1∏
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(5)
由(3),(5)式可得:

limsup
x→∞

P2


n

k=1

n

j=1
P (X1,k∏

k

l=1
Yl >x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >x2 )
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对于P3,有:
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其中,FΘ=FΘ(Y1,Y2,…,Yn)。类似于(6)式,有

limsup
x→∞
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Yl >x2 )

=0。 (7)

  同上,对于P4 有:
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limsup
x→∞
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接下来证明对于任意的n≥1,有
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当n=1时,(9)式成立。现在当n≥2时,令常数y2>1,w=
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由假设条件(A1)知,(10)式右端第一个和等价于
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(10)式右端第二个和等价于


n

k=1
E [P (X1,k∏

k

l=1
Yl >y2x1,X2,k∏

k

l=1
Yl >y2x2 FΘ )∏

s≠k
P (X1,s∏

s

l=1
Yl >-wx1,X2,s∏

s

l=1
Yl >-wx2 FΘ ) ]。

由于lim
x→∞

P (X1,s∏
s

l=1
Yl >-wx1,X2,s∏

s

l=1
Yl >-wx2 FΘ ) =1,所以对于k≠j,有
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E [P (X1,k∏
k

l=1
Yl >y2x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >y2x2,X1,j∏

j

l=1
Yl >-wx1,X2,k∏

k

l=1
Yl >-wx2 FΘ ) ] =

E [P (X1,k∏
k

l=1
Yl >y2x1,X2,k∏

k

l=1
Yl >-wx2 FΘ )P (X1,j∏

j

l=1
Yl >-wx1,X2,j∏

j

l=1
Yl >y2x2 FΘ ) ] =

E [ (P (X1,k∏
k

l=1
Yl >y2x1 FΘ ) -P (X1,k∏

k

l=1
Yl >y2x1,X2,k∏

k

l=1
Yl ≤-wx2 FΘ ) ) ×

(P (X2,j∏
j

l=1
Yl >y2x2 FΘ ) -P (X1,j∏

j

l=1
Yl ≤-wx1,X2,j∏

j

l=1
Yl >y2x2 FΘ ) ) ]。

进而由假设条件(A2)及Fatou引理有

lim
x→∞

P (X1,k∏
k

l=1
Yl >y2x1,X2,k∏

k

l=1
Yl ≤-wx2 )

P (X1,k∏
k

l=1
Yl >x1 )

≤lim
x→∞

P (X2,k∏
k

l=1
Yl ≤-wx2 )

P (X1,k∏
k

l=1
Yl >x1 )

=

lim
x→∞∫

bk

ak

P (X2,k ≤
-wx2

t )

P (X1,k∏
k

l=1
Yl >

x1

t )
dP (∏

k

l=1
Yl ∈t) =0。 (11)

同理有

lim
x→∞

P (X1,j∏
j

l=1
Yl ≤-wx1,X2,j∏

j

l=1
Yl >y2x2 )

P (X2,j∏
j

l=1
Yl >x2 )

=0。 (12)

因此由延拓正则变化族的定义、假设条件(A2)和引理1知,对于y2>1有

liminf
x→∞

P (X1,k∏
k

l=1
Yl >y2x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >y2x2 )

P (X1,k∏
k

l=1
Yl >x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >x2 )

≥
y-2β
2 ,k≠j,

y-βγ
2 ,k=j。{ (13)

和

limsup
x→∞

P (X1,k∏
k

l=1
Yl >y2x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >y2x2 )

P (X1,k∏
k

l=1
Yl >x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >x2 )

≤
y-2α
2 ,k≠j,

y-αγ
2 ,k=j。{ (14)

由(11)~(13)式有

lim
y2↓1
liminf

x→∞

Q1n


n

k=1

n

j=1
P (X1,k∏

k

l=1
Yl >x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >x2 )

≥1。 (15)

对于Q2n,由于

Q2n ≤ 
k1≠k2

n

j=1
P (X1,k1∏

k1

l=1
Yl >y2x1,X1,k2∏

k2

l=1
Yl >y2x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >y2x2 ) =


k1≠k2,j≠k1

E [P (X1,k1∏
k1

l=1
Yl >y2x1 FΘ )P (X1,k2∏

k2

l=1
Yl >y2x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >y2x2 FΘ ) ] +


k1≠k2,j=k1

E [P (X1,k2∏
k2

l=1
Yl >y2x1 FΘ )P (X1,k1∏

k1

l=1
Yl >y2x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >y2x2 FΘ ) ]。 (16)

由(14),(16)式及Fatou引理,有

lim
x→∞

Q2n


n

k=1

n

j=1
P (X1,k∏

k

l=1
Yl >x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >x2 )

=0。 (17)
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同上,有

lim
x→∞

Q3n


n

k=1

n

j=1
P (X1,k∏

k

l=1
Yl >x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >x2 )

=0。 (18)

由(15),(17)~(18)式可知(9)式成立,故定理得证。 证毕
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RuinProbabilityofaTwo-dimensionalDiscreteTimeRiskModelwithRandomInterestRates

HUAZhiqiang,ZHANGChunsheng,CHENLiying
(CollegeofMathematics,InnerMongoliaUniversityfortheNationalities,TongliaoInnerMongolia028043,China)

Abstract:[Purposes]Ittalksaboutatwo-dimensionaldiscretetimeriskmodelwithrandominterestrates,whichisconstructedby
thetwo-dimensionalrandomvectorsthatbecomposedofthemarginaldistributionsofrandomvariablesareextendedregularly
varying,andsetupamoreactualdemandtwo-dimensionalmodel.[Methods]Studytheissueofthefinite-timeruinprobabilityinthis
two-dimensionalmodelbyusingthesimilarmethodtofindthetwo-dimensionalfinite-timeruinprobabilityinatwo-dimensional
discretetimeriskmodel.[Findings]Undersomegivenassumptions,thefollowinguniformlyasymptoticresultaboutthetwo-dimensional
finite-timeruinprobabilityisestablishedbyusingthesimilarmethodtofindthetwo-dimensionalfinite-timeruinprobabilityinatwo-

dimensionaldiscretetimeriskmodelwithconstantinterestrates:asx→¥,φ(x,n)~∑
n

k=1
∑
n

j=1
P (X1,k∏

k

l=1
Yl >x1,X2,j∏

j

l=1
Yl >

x2 ) ,herex =x1+x2.[Conclusions]Thisresultgeneralizesthecorrespondingresultinatwo-dimensionaldiscretetimeriskmodel

withconstantinterestrates.
Keywords:ruinprobability;two-dimensionaldiscretetimeriskmodel;randominterestrate
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