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带有 Markov链利率的相依风险模型破产概率的界
*

吕海娟,张基培,张晋源,彭江艳

(电子科技大学 数学科学学院,成都611731)

摘要:【目的】研究具有齐次马氏链利率过程的离散时间相依风险模型。【方法】针对保费在期初收取和索赔在期末收取的

情况,利用鞅方法和更新迭代的方法对破产概率模型进行研究,其中利率的马尔可夫性体现了未来利率与历史利率的独

立性,保费过程和索赔过程都具有高阶自回归结构,考虑两者各自的相依性可使模型更具有普遍性。【结果】得到了所研

究风险模型破产概率的上界。【结论】研究结果为解决实际生活中的保险问题提供了一定的理论依据。
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在经典风险模型中,一般都假设各个随机变量之间是相互独立的,但这有时候会与实际情况不符。随着经

济多元化的发展和保险公司对其保费的再投资等因素的影响,利率呈现了 Markov性,因而突出了马氏链利率在

风险模型中的重要性。由于多种风险的影响,如灾难性风险、市场风险、保险公司营运风险等风险,使得保费过

程或索赔过程出现一定的相依性,因而相依风险模型的关注度便越来越高。Yang等人[1]讨论了常利率下的相

依风险情况,其中保费过程和索赔过程都仅限于一阶自回归结构(AR(1));Xu等人[2]研究了利率为 Markov链,
纯损失具有AR(1)结构的离散时间风险模型;彭江艳等人[3]研究了常利率下广义连续时间更新风险模型的最终

破产概率,其中索赔过程为一个相依的高阶自回归过程;彭江艳还详细研究了常利率下相依保险风险模型[4];程
建华等人[5]研究了利率为齐次 Markov链,保费过程和索赔过程都具有一阶自回归结构(AR(1))的离散时间风

险模型,运用鞅方法得到破产概率的上界;He等人[6]考虑了带随机利率的离散时间风险模型,其中利率为马氏

链,保费过程和索赔过程都是独立同分布的随机变量序列;郭风龙等人[7]研究了一类离散时间风险模型的破产

概率,其中保费过程和利率过程为离散时间 Markov链,索赔过程为独立同分布的非负随机变量序列。吕海娟等

人[8]研究了随机利率下高阶自回归风险模型的破产概率。
本文将考虑利率为 Markov链,保费过程和索赔过程都是高阶自回归结构。高阶自回归结构在时间序列分

析中比一阶自回归结构更具有普遍性。在实际生活中,索赔额不仅仅与前一个阶段相关,还可能与以往n 个阶

段相关,而多个初始值会带来相应的数学证明困难和技巧的复杂性。文中针对保费在期初收取和索赔在期末收

取的情况,运用鞅方法得出破产概率的界。

1模型的描述

考虑模型Un(x)=u∏
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(1+Zk)。在该模型中有:

1)u 为保险公司的初始准备金,u≥0;Un 表示保险公司到n 时刻的盈余。

2)Zi 表示(i-1,i]时段内的利率,是非负的随机变量序列,{Zn,n=1,2,…}是一个齐次马氏链,其状态空

间为E={zs,s=0,1,2,…},转移概率为Pab=P{Zn+1=zt|Zn=zs},其中,a,b为在状态空间任取的。初始值

Z0=z0,z=min{zs,s=0,1,2,…},z~ =max{zs,s=0,1,2,…}。

3)Xi 表示(i-1,i]时段内的保费,服从高阶自回归AR(p)模型,即Xn=a1Xn-1+a2Xn-2+…+apXn-p+δn,
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n=1,2,…,其中0≤ai<1,X1-i=x1-i≥0,i=1,…,p,x0,x-1,…,x1-p为保费以前p 年的数据,{δn,n=1,
2,…}为独立同分布的非负随机变量序列。

4)Yi 表示(i-1,i]时段内的索赔额,服从高阶自回归AR(p)模型,即Yn=b1Yn-1+b2Yn-2+…+bpYn-p+εn,

n=1,2,…,其中0≤bi<1,Y1-i=y1-i≥0,i=1,…,p,y0,y-1,…,y1-p为索赔额以前p 年的数据,{εn,n=1,
2,…}为独立同分布的非负的随机变量序列。

5)保费在时间区间初交纳,理赔在时间区间末进行。{Zn,n=1,2,…},{Xn,n=1,2,…},{Yn,n=1,2,…}
相互独立。设T=inf{n:Un<0,n>0}(inf{∅}=¥)表示破产时刻,定义破产概率为
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2破产概率的界

引理1 如果 E(ε)

(1+z)1-
p

i=1
bi(1+z)-i( )

<
E(δ)

1-
p

i=1
ai(1+z~)-i

成立,那么存在唯一的正数R,使得

E exp-R
δn

1-
p

i=1
ai(1+z~)-i

-
εn (1+z)-1

1-
p

i=1
bi(1+z)-i

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú{ }

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷=1。 (1)
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所以f(θ)是凸函数。又因为f(0)=0,f'(0)<0,故R 存在且是唯一的。 证毕
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对Wn 运用递推法和放缩法,可得如下过程:
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令Vn =e-RWn,构造σ-域Fn =σ(Z1,Z2,…,Zn,δ1,δ2,…,δn,ε1,ε2,…,εn)。
先证明Vn 是关于Fn =σ(Z1,…Zn,δ1,…,δn,ε1,…,εn)的上鞅,
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所以得到:
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∏
n-1

m=1

(1+Zm)-1=Vn-1。

则Vn 是关于Fn 的上鞅。因为破产时刻 T 是停时,容易得到 T∧n 是有界停时,由有界停时定理可得

E(e-RWT∧n)≤E(e-RW0)=e-RW0,进一步可证

e-RW0≥E(e-RWT∧n)=E(e-RWT∧nI{T≤n})+E(e-RWT∧nI{T>n})≥E(e-RWT∧nI{T≤n})=E(e-RWT|T≤n)P(T≤n)。

令n→¥取极限得e-RW0≥E(e-RWT|T<¥)P(T<¥),进一步可得P(T<¥)≤
e-RW0

E(e-RWT|T<¥)
。 证毕
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BoundsforRuinProbabilityinaDependentRiskModelwithaMarkovChainInterestRate

LU
··
Haijuan,ZHANGJipei,ZHANGJinyuan,PENGJiangyan

(SchoolofMathematicalSciences,UniversityofElectronicScienceandTechnology,Chengdu611731,China)

Abstract:[Purposes]ItinvestigatesadiscretetimedependentriskmodelwheretheinterestrateprocessishomogeneousMarkov
chain.[Methods]Thepremiumsarereceivedatthebeginningofeachperiodandtheclaimsareobtainedattheendofeachperiodin
themodel,themodelwasstudiedbyusingmartingalemethodandrenewaltheiterativemethod.TheMarkovchaininterestreflects
theindependenceofthefurtherratesandhistoricrates.Thepremiumsprocessandtheclaimsprocesshavehigher-order
autoregressivestructure.Itcanmakethemodelmoreuniversaltoconsidertheirdependence.[Findings]Theupperboundofinfinite
timeruinprobabilitiesderivedbyusingmartingalemethodandrenewaltheiterativemethod.[Conclusions]Theresultsprovide
certaintheoreticalbasefortheinsuranceprobleminreallife.
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