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分数阶RLαCβ 串联谐振及电路仿真实验
*
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摘要:【目的】分析和总结分数阶RLαCβ 串联电路在谐振态及邻近态的特性。【方法】首先推导出谐振频率、品质因数、谐
振态阻抗及电感和电容两端电压表达式,并进行了简要分析;其次,对阻抗模幅频特性、相频特性、电流及电压幅频特性进

行了理论分析及数值仿真分析,得到一些基本结论;最后,用分抗链设计的等效分数阶电容模型及模拟电感方法设计的分

数阶电感模型实现了该系统的仿真电路。【结果】Multisim仿真结果与数值仿真分析基本一致,验证了相关结论的正确

性。【结论】分数阶谐振更具普遍意义,谐振特性依赖于元件参数及分数阶次数,在奇数阶次附近特别敏感,随阶次变化,
会出现电路感性和容性调换等现象。
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分数阶微积分与整数阶微积分几乎同时产生,均已有300多年的发展历史,但分数阶微积分的研究与应用

却远滞后于整数阶微积分,这主要是因前者具有复杂性且实际应用背景缺乏等原因所致。直到 Mandelbort[1]指
出在自然界中存在大量分维数的事实,才逐步引起关注。由于分数阶微积分积累了函数在一定范围内的整体信

息,具有良好的“记忆”和“遗传”特性,更符合宏观自然界普遍连续的朴素哲学观点,所建立实际系统的数学模型

比基于整数阶微积分建立的模型能更准确地反映物理本质,加之计算机科学的快速发展和越来越多分数阶现象

被发现,使得分数阶微积分近年来在诸多领域有很好的研究与应用。由分数阶电路元件组成的网络研究就是其

中之一,相关研究十分活跃[2-14]。
本研究将RLC 串联谐振推广到分数阶,并且推广到假分数阶,就分数阶次数及元件参数对RLαCβ 串联电路在

谐振态及邻近态的影响进行了数值仿真分析。采用分抗链和模拟法相结合设计出分数阶电容和电感的等效电路模

型,此设计方案便于改变分数阶次及元件参数,从而方便验证二者对电路工作特性的影响。通过数值仿真分析及电

路实验仿真结果的相互佐证,得到该谐振的一些基本结论,如:在参数不变时,同一阶次范围内,奇数附近和偶数附

近阶次的电路特性有很大差异,且阶次逼近偶数阶,电路不发生谐振;每跨越一个整数阶,电路的感性和容性特性会

出现调换现象;在阶次不变时,元件参数对电路特性也有很大影响,甚至可以使电路不发生谐振;等等。

图1 RLαCβ 串联电路

Fig.1 RLαCβseriescircuit

1RLαCβ 串联电路谐振态特性

RLαCβ 串联电路如图1所示。图中R,Lα,Cβ 为电路元件,α,β分别为电感、电
容的分数阶数。
1.1谐振频率

在频率为ω 的正弦交流电源作用下,图1所示电路阻抗为:
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其中,当α=β=1时,即为整数阶谐振频率表达式。
1.2品质因数

由(1)式,取α=β,可得品质因数
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由(3)式,当α=1时,则Q=
L

CR2为整数阶RLC 串联谐振的品质因数;当R,L,C 不变且0<α<1时,品质因

数Q 随α增大而增大;当α>1时,取适当R,L,C 值,可出现品质因数Q→¥,且具有周期性。
1.3谐振态阻抗

由(1)式,取α=β,可得谐振态阻抗
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由(4)式,当α=1时,Z0(jω0,α,α)=R,为整数阶谐振态阻抗值;当R,L,C 不变,在α逼近奇数时,Z0(jω0,α,α)→

R,α逼近偶数时,Z0(jω0,α,α)→R±2
L
C
。

1.4谐振态电压

图1所示电路在有效值为US 的正弦交流电压源的作用下发生谐振时,电感、电容两端电压分别为:

U0L =
US

Z0(jω0,α,β)
Z0L(jω0,α), (5)

U0C =
US

Z0(jω0,α,β)
Z0C(jω0,β)。 (6)

(5),(6)两式中的 Z0L(jω0,α),Z0C(jω0,β)分别为谐振态电感、电容阻抗模。
由(5),(6)式,取α=β,并结合品质因数表达式(3)式可得:
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利用(7)式可定义品质因数,当α=1时,
U0L

US
=
U0C

US
=Q,为整数阶RLC 串联谐振品质因数。

2阻抗模幅频特性

由(1)式可得图1所示电路阻抗模
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取α=β,η=
ω
ω0
,则(8)式变为:
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由(9)式,可作如下推断:

1)在R,L,C 不变时,当α→0,Z(jω,α,α)→R+2
L
C
,阻抗与频率无关;当α→奇数阶,Z(jω,α,α)→
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,在η=1时,有最小值R;

图2 阻抗模幅频特性

Fig.2 Theamplitude-frequencycharacteristicofimpedance

  2)取 适 当 的 R,L,C,α,使 得

Z(jω,α,α)有极值,则极值出现在

η=1处;当η→0或η→¥时,可以得到

Z(jω,α,α)→¥。
由(9)式,取R=1Ω,L=3mH,

C=100μF,不同阶次范围阻抗模幅频

特性如图2所示。最小值出现在η=1
处,在同一阶次范围内,阶次越靠近奇

数,其最小值越小,越靠近偶数,最小

值越大,甚至无最小值,其他阶次范围

也有类似特征;改变元件参数值,当满

足
CR2

L
较小时,也有类似特征。

3相频特性

由(1)式可得阻抗相位表达式
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,并作适当变换可得
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图3 相频特性

Fig.3 Thephase-frequencycharacteristic

  保持参数不变,令 CR2

L =0.001,

不同阶次范围内相频特性如图3所

示。在η=1,φ(Z(jω,α,α))=0;在同

一阶次范围内,分数阶次越靠近奇

数,偏离谐振态时电路感性或容性越

强,反之越弱;每跨越一个整数阶,偏
离谐振态电路的感性和容性却发生

调换。其他阶次范围相频特性也有

上述类似特征。阶次不变,改变元件

参数,当 CR2

L
越小,偏离谐振态电

路的感性或容性越强,反之越弱,甚
至电路呈电阻特性。

4电流、电压幅频特性

图1所示电路在正弦交流电压源(有效值为US,频率为ω)作用下电流为IS=
US

Z(jω,α,α)
,式中

Z(jω,α,α)为总阻抗模。
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同理可得
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  由(12),(13),(14)式,在分数阶次及元件参数不变时,可作如下推断:

1)当η=1时,所得谐振态电流、电感和电容电压表达式与在谐振态推导结果吻合;

2)因
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<0,所以电流的最大值出现在谐振态,而电感电压最大值

对应频率高于谐振频率,电容电压最大值对应频率低于谐振频率;

3)当η→0时,
IS

US
→0,

UL

US
→0,

UC

US
→1,图1中电容C 相当于开路,电感L 相当于短路;

4)当η→¥时,
IS

US
→0,

UL

US
→1,

UC

US
→0,图1中电容C 相当于短路,电感L 相当开路。

由(12),(13),(14)式,取R=1Ω,L=3mH,C=100μF,在α=0.1→0.9范围内的幅频特性如图4所示。
图示效果与上述推断吻合。在同一阶次范围内,分数阶次越靠近奇数,峰值越大,通频带越窄,逼近偶数,不出现

峰值;不同阶次范围相比,峰值和通频带都有较大的变化。若改变元件参数,幅频特性也有上述特征。

图4 电流、电压幅频特性

Fig.4 Theamplitude-frequencycharacteristicsofcurrentandvoltage

5电路仿真实验

图1所示电路中,电源选择有效值为1V的正弦交流电压源,取α=β=0.8,R=1Ω,Lα=3mH,Cβ=100

μF,分数阶电容采用分抗链设计,等效电路模型如图5所示。图5中各元件参数分别为[11]:RC1=20mΩ,C1=
6.5μF;RC2=160mΩ,C2=13.98μF;RC3=1.5Ω,C3=24.5μF;RC4=14.6Ω,C4=43.2μF;RC5=141Ω,

C5=76.2μF;RC6=1.36kΩ,C6=134.2μF;RC7=13.131kΩ,C7=236.6μF;RC8=126.742kΩ,C8=417μF;

RC9=1.222MΩ,C9=736μF;RC10=102.85MΩ,C10=560μF。分数阶电感则基于设计的分数阶电容由模拟法

设计(图6)。改变R1~R4 值即可改变元件L 参数。通过 Multisim仿真所得系列结果如图7所示。图7a,b,c
中的曲线分别与图4a,b,c中α=0.8所对应曲线基本吻合。图7d,e,f分别为谐振态电流(i0s)、电感和电容电压

(u0L,u0C)与电源电压(us)波形图,对应的谐振频率与(2)式所求结果基本吻合,约1.8kHz。若改变元件参数或
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改变阶次数,实验仿真结果与数值仿真结果也基本吻合。

图5 分数阶电容等效电路模型

Fig.5 Thecircuitmodeloffractionalordercapacitor

 
图6 分数阶电感的等效电路

Fig.6 Theequivalentcircuitoffractionalorderinductor

图7 电路实验仿真系列图

Fig.7 Thediagramsofcircuitexperimentsimulation

6结论

通过对分数阶RLαCβ 串联谐振的研究,得到了该谐振的谐振频率、品质因数、谐振态阻抗及电感和电容电压

表达式。提出了定义该分数阶谐振品质因数的一种方法((7)式)。分数阶谐振更具普遍意义,而整数阶谐振只

是一种特例。电路谐振特性依赖于分数阶的阶数,以及元件参数。在参数不变时,分数阶的阶次越接近奇数,谐

振越强,但频带越窄,反之越弱,甚至不发生谐振;在分数阶的阶次不变时,参数变化,如使
CR2

L
增大,谐振越弱,

甚至不发生谐振,反之越强。偏离谐振态电路的感性或容性的强弱,也取决于分数阶的阶数,以及元件参数。在

参数不变时,分数阶的阶次越接近奇数,感性或容性越强,反之越弱;在分数阶的阶次不变时,元件参数变化,如

使
CR2

L
增大,感性或容性越弱,反之越强。每跨越一个整数阶,会出现电路感性和容性交替变化。所得到的一系

列结论,将为后续深入研究及实际工程应用提供参考。
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ResonanceinSeriesFractional-orderRLαCβandCircuitSimulation

WANGTingjiang
(DepartmentofBasicScienceRongchangCampus,SouthwestUniversity,RongchangChongqing402460,China)

Abstract:[Purposes]Thecharacteristicsoftheresonantstateandtheneighboringstatesaboutseriesfractional-orderRLαCβcircuit
areanalyzedandsummarizedhere.[Methods]Firstly,theexpressionsofresonancefrequency,qualityfactor,resonantstate
impedance,andinductanceandcapacitancevoltagearederivedandconciselyanalyzed.Secondly,thetheoreticalanalysisand
numericalsimulationanalysisofimpedanceamplitudefrequencycharacteristics,phasefrequencycharacteristics,currentandvoltage
amplitudefrequencycharacteristicsarecarriedoutandgetsomebasicconclusions.Finally,onthebasisofthefractancechain
capacitormodelandsimulatedinductance,arealizingcircuitisdesigned.[Findings]Multisimsimulationresultsareinagreement
withthenumericalsimulationanalysis,andthecorrectnessoftherelatedconclusionsisverified.[Conclusions]Fractionalorder
resonancemoreuniversalsignificance,resonantcharacteristicsdependonthedeviceparametersandfractionalordernumber,near
theodd-ordertimesespeciallysensitive.Therewillbetheexchangephenomenonsuchasinductanceandcapacitivecharacteristic,

withtheorderchange.
Keywords:fractional-order;seriesresonance;qualityfactor;phase-frequencycharacteristic;amplitude-frequencycharacteristic
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