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Gerstewitz非线性标量化函数的性质及其在向量优化中的应用
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摘要:【目的】对 Gerstewitz非线性标量化函数的性质作进一步研究与应用。【方法】利用代数内部和向量闭包研究

Gerstewitz非线性标量化函数的一些性质。【结果】给出了Gerstewitz非线性标量化函数的一些性质,进而利用这些性质

建立了集值向量优化问题有效点和弱有效点的非线性标量化结果。【结论】将拓扑内部推广到代数内部情形,推广了

Gerstewitz非线性标量化函数的一些性质与应用。
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众所周知,向量优化理论与方法在工程设计、经济管理等诸多领域中均具有十分重要的应用。到目前为止,
关于向量优化理论与方法研究已取得了大量基础且重要的成果

[1-4]。非线性标量化方法是研究向量优化问题十

分重要的方法之一。这种方法的基本思想是利用一些非线性标量化函数建立相应的非凸分离定理,进而借助非

凸分离定理在无任何凸性假设的条件下获得向量优化问题有效解和弱有效解的一些非线性标量化结果。

Tammer等人在文献[5]中提出了Gerstewitz非线性标量化函数并建立了相应的非凸分离定理。这类非线性标

量化函数已被广泛应用于向量优化问题解的性质研究
[6-11]。特别地,Flores-Bazán等人

[8]利用Gerstewitz非线

性标量化函数及相应的非凸分离定理给出了向量优化问题近似解的一些非线性标量化结果。Zhao等人
[10]利用

Gerstewitz非线性标量化函数建立了由改进集定义的向量优化问题近似有效和近似弱有效解的非线性标量化结

果。Nishizawa等人
[11]建立了序锥的拓扑内部非空条件下基于Gerstewitz非线性标量化函数的一些非线性择

一性定理,并利用相应的择一性定理获得了向量优化问题有效解和弱有效解的非线性标量化结果。
值得注意的是,在向量优化问题研究中,当序锥的拓扑内部为空时,往往需要借助于一些广义内部工具。几

类常用的广义内部包括相对拓扑内部、代数内部、相对代数内部、拟内部和拟相对内部等
[12-13]。这些广义内部工

具已被一些学者用于研究序锥的拓扑内部可能为空时的向量优化问题
[14-18]。特别地,Bao等人

[14]利用变分分析

等工具建立了几类基于广义内部而定义的向量优化问题弱有效解的一些存在性结果。Xia等人
[16]研究了拟内

部意义下基于改进集而定义的近似弱有效解的线性标量化结果。
受文献[11-12,14-16]中研究工作的启发,本文利用代数内部和向量闭包等工具获得了Gerstewitz非线性标

量化函数的一些性质,进而利用这些性质建立集值向量优化问题弱有效点和有效点的一些非线性标量化结果。

1预备知识

假定Y 为实线性空间,A 为Y 中非空子集。文献[12]中定义A 的代数内部和向量闭包分别为

corA={y∈Y ∀h∈Y,∃ε>0,∀t∈ [0,ε],y+th∈A},

vclA={y∈Y ∃h∈Y,∀ε>0,∃t∈ (0,ε],y+th∈A}。
Gerth等人

[5]引入了一类非线性标量化函数hC(y;k),并定义为hC(y;k)=inf{t∈R y∈tk-C},其中k∈
intC,y∈Y。称这类函数为Gerstewitz非线性标量化函数。本文假定Y 为实线性空间,C⊂Y 是代数内部非空

的凸锥且C≠Y,k∈corC。
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2代数内部意义下函数hC 的性质

本节在凸锥C 的代数内部非空条件下给出Gerstewitz非线性标量化函数hC(y;k)的一些性质。

定理1 假定凸锥C 的代数内部非空。则:i)若y∈-corC,则对任意k∈corC,hC(y;k)<0;ii)若存在

k∈corC使得hC(y;k)<0,则y∈-corC。
证明 i)若y∈-corC,则对∀k∈corC,存在ε>0,使得y+εk∈-C,即y∈-εk-C。故hC(y;k)≤

-ε<0。
ii)若∃k∈corC 使得hC(y;k)<0,则∃t'使得hC(y;k)<t'<0且y∈t'k-C。由于C 是凸锥,-k∈

-corC,故t'k∈-corC。因此有y∈t'k-C⊂-corC-C=-corC。 证毕

定理2 假定凸锥C 的代数内部非空。则:i)若y∈-vclC,则对∀k∈corC,hC(y;k)≤0;ii)若∃k∈corC
使得hC(y;k)≤0,则y∈-vclC。

证明 i)若y∈-vclC,则对∀k∈corC,λ>0,有:

hC(y;k)=inf{t:y∈tk-C}=inf{t:y-λk+λk∈tk-C}=
inf{t:y-λk∈ (t-λ)k-C}=hC(y-λk;k)+λ。

因为C 是凸锥,所以y-λk∈-corC。故由定理1的i)可知,hC(y-λk;k)<0,因此,hC(y;k)<λ。由于λ可以

是任意正数,故对∀k∈corC,hC(y;k)≤0。

ii)若∃k∈corC 使得hC(y;k)<0,则由定理1的ii)可知y∈-corC⊂-vclC。若hC(y;k)=0,则存在

tn>0使得hC(y;k)<tn<hC(y;k)+
1
n
,n∈N+。因此,y+tn(-k)∈-C。由于当n→¥时,tn→0。故对

-k∈Y,任意ε>0,存在tn∈(0,ε]使得y+tn(-k)∈-C。因此y∈-vclC。 证毕

定理3 假定凸锥C 代数内部非空,则corC∩(-vclC)=∅。

证明 假定∃y∈corC∩(-vclC)。因为C 是凸集,故有
1
2y+ -

1
2y

æ

è
ç

ö

ø
÷∈corC,即0∈corC。因此,对

∀h∈Y,∃ε>0使得0+th∈C,∀t∈(0,ε]。由C 是锥可知h∈C,故C=Y。这与本文假设相矛盾。从而有

corC∩(-vclC)=∅。 证毕

定理4 假定凸锥C 的代数内部非空。则:i)若y∈corC,则对∀k∈corC,hC(y;k)>0;ii)若y∈vclC,则
对∀k∈corC,hC(y;k)≥0。

证明 i)若y∈corC,则由定理3可知y∉-vclC。再由定理2的ii)可得hC(y;k)>0,∀k∈corC。

ii)若y∈vclC,则由定理3可知y∉-corC。再由定理1的ii)可得hC(y;k)≥0,∀k∈corC。 证毕

定理5 假定凸锥C 的代数内部非空且y,y∈Y,则:i)若y∈y+corC,则对任意k∈corC,hC(y;k)>
hC(y;k);ii)若y∈y+vclC,则对∀k∈corC,hC(y;k)≥hC(y;k)。

证明 i)若y∈y+corC,则∃c∈corC 使得y=y-c。则对∀k∈corC,由hC(y;k)的次可加性以及定理1
的i)可知hC(y;k)=hC(y-c;k)≤hC(y;k)+hC(-c;k)<hC(y;k)。

ii)由定理2的i)同理可证。 证毕

定理6 假定凸锥C 的代数内部非空且y,y∈Y。则:i)若hC(y;k)>hC(y;k),则hC(y-y;k)>0;ii)若

hC(y;k)≥hC(y;k),则hC(y-y;k)≥0。
证明 i)若hC(y;k)>hC(y;k),则由定理5的ii)可知,y-y∉-vclC。因此,则由定理2的ii)可知,

hC(y-y;k)>0。

ii)由定理5的i)以及定理1的ii)同理可证。 证毕

定理7 假定凸锥C 的代数内部非空。则:i)若A∩(-corC)≠∅,则对∀k∈corC,inf
y∈A

hC(y;k)<0;ii)若

∃k∈corC 使得inf
y∈A

hC(y;k)<0,则A∩(-corC)≠∅。

证明 i)若A∩(-corC)≠∅,则∃y∈A∩(-corC)。由定理1的i)可知hC(y;k)<0,∀k∈corC。故

inf
y∈A

hC(y;k)<0。

ii)若∃k∈corC 使得inf
y∈A

hC(y;k)<0,则∃ε0>0,y0∈A 使得hC(y0;k)≤inf
y∈A

hC(y;k)+ε0<0。由定理1
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的ii)可知,y0∈-corC。故A∩(-corC)≠∅。 证毕

为进一步研究非线性标量化函数hC(y;k)的一些性质,下面给出代数紧集的定义。
定义1 设Y 为实线性空间,A 为Y 中的非空子集。称A 是代数紧的,若对A 的任意代数开覆盖,必存在

有限子覆盖。
注1 由于拓扑开集一定是代数开集,故若A 是代数紧,则A 必是拓扑紧,反之不一定成立。

例1 令Y=R2,A=[0,1]×[0,1)⊂Y,={B×C∈R2 B 为R中的开集,C=(-¥,+¥)}。易证Y 是关于

的局部凸拓扑线性空间且A 关于 是拓扑紧的。然而,存在代数开集族(-1,2)× -1,1-
1
n

æ

è
ç

ö

ø
÷,n=1,2,3,…覆盖

A,但不存在有限子覆盖。故A 不是代数紧的。
定理8 假定凸锥C 的代数内部非空。则:i)若A⊂-corC 且A 为代数紧集,则对∀k∈corC,sup

y∈A
hC(y;k)<0;

ii)若∃k∈corC,使得sup
y∈A

hC(y;k)<0,则A⊂-corC。

证明 i)若A⊂-corC 且A 是代数紧集,则对∀k∈corC,A⊂-corC=∪t>0(-tk-corC)。由A 的紧性

可知,∃t1,t2,…,tm>0使得A⊂∪m
i=1(-tik-corC)。

令t0=min{t1,t2,…,tm}>0,则有A⊂-t0k-corC。故对∀y∈A,hC(y;k)≤t0,从而有sup
y∈A

hC(y;k)≤

-t0<0。

ii)若∃k∈corC 使得sup
y∈A

hC(y;k)<0,则对∀y∈A,hC(y;k)<0。由定理1的ii)可知y∈-corC,故有

A⊂-corC。 证毕

推论1 假定存在代数紧集B 使得B⊂-corC 且集合A 满足A⊂B-C。则对∀k∈corC,sup
y∈A

hC(y;k)<0。

证明 因为B⊂-corC 且B 是代数紧集,所以由定理8的i)可得sup
y∈B

hC(y;k)<0,∀k∈corC。由于A⊂

B-C,故对∀y∈A,∃b∈B,c∈-C⊂-vclC 使得y=b+c。由hC(y;k)的次可加性以及定理2的i)可得

hC(y;k)=hC(b+c;k)≤hC(b;k)+hC(c;k)≤supz∈B
hC(z;k)<0。因此,对∀k∈corC,sup

y∈A
hC(y;k)<0。 证毕

定理9 假定凸锥C 的代数内部非空。则:i)若A∩(-vclC)≠∅,则对∀k∈corC,inf
y∈A

hC(y;k)≤0;ii)若

A 为代数紧集且∃k∈corC,使得inf
y∈A

hC(y;k)≤0,则A∩(-vclC)≠∅。

证明 i)若A∩(-vclC)≠∅,则∃y∈A∩(-vclC)。由定理2的i)可得hC(y;k)≤0,∀k∈corC。因

此,inf
y∈A

hC(y;k)≤0。

ii)若inf
y∈A

hC(y;k)<0,由定理7的ii)可得A∩(-vclC)≠∅。若inf
y∈A

hC(y;k)=0,由A 的代数紧性和注1

可知,A 也是拓扑紧集。故∃y∈A,使得hC(y;k)=0。因此,∃tn>0使得hC(y;k)<tn<hC(y;k)+
1
n
,n∈

N+。故y+tn(-k)∈-C。由于当n→¥时,tn→0。故对-k∈Y,对∀ε>0,∃tn∈(0,ε]使得y+tn(-k)∈
-C。因此y∈-vclC,从而A∩(-vclC)≠∅。 证毕

定理10 假定凸锥C 的代数内部非空。则:i)若A⊂-vclC,则对∀k∈corC,sup
y∈A

hC(y;k)≤0;ii)若∃k∈

corC,使得sup
y∈A

hC(y;k)≤0,则A⊂-vclC。

证明 i)若A⊂-vclC,则对∀y∈A,由定理2的i)可得hC(y;k)≤0,∀k∈corC。因此,对∀k∈corC,

sup
y∈A

hC(y;k)≤0。

ii)若∃k∈corC,使得sup
y∈A

hC(y;k)≤0,则对∀y∈A,有hC(y;k)≤0。由定理2的ii)可知y∈-vclC。故

A⊂-vclC。 证毕

3有效点与弱有效点的非线性标量化

本节假定X 为非空集合,Y 和Z 为实序线性空间,C 和D 分别为Y 和Z 中代数内部非空的凸锥且C≠Y。
设F:X→2Y,G:X→2Z 为集值映射。考虑下面的集值向量优化问题:

(VP) minCF(x),

G(x)∩ (-D)≠ ∅,
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其中,可行域V={x∈X:G(x)∩(-D)≠∅}。
定义2 x0∈V 称为(VP)的弱有效解,如果∃y0∈F(x0)使得F(V)∩(y0-corC)=∅。此时称点对

(x0,y0)为(VP)的弱有效点。
定义3 x0∈V 称为(VP)的有效解,如果∃y0∈F(x0)使得F(V)∩(y0-C\{0Y})=∅。此时称点对

(x0,y0)为(VP)的有效点。
下面主要利用上节中获得的非线性标量化函数hC(y;k)的一些性质建立(VP)的有效点和弱有效点的等价

刻画。
定理11 设x0∈V 且y0∈F(x0),则(x0,y0)是(VP)的弱有效点当且仅当∃k∈corC 使得对∀y∈F(V),

hC(y-y0;k)≥0。
证明 假定(x0,y0)是(VP)的弱有效点。若对∀k∈corC,∃y∈F(V),使得hC(y-y0;k)<0,则

inf
y∈F(V)-y0

hC(y;k)<0。由定理7的ii)可知,(F(V)-y0)∩(-corC)≠∅,即F(V)∩(y0-corC)≠∅。这与条

件矛盾。
反之,假定∃k∈corC 使得对∀y∈F(V),hC(y-y0;k)≥0。若(x0,y0)不是(VP)的弱有效点,则∃y∈

F(V)使得y-y0∈-corC。由于k∈corC,故由定理1的i)可得hC(y-y0;k)<0。这与条件矛盾。 证毕

定理12 设x0∈V 且y0∈F(x0)。若凸锥C 是向量闭的,则(x0,y0)是(VP)的有效点当且仅当∃k∈corC
使得对∀y∈F(V),hC(y-y0;k)>0。

证明 假定(x0,y0)是(VP)的有效点。若对∀k∈corC,∃y∈F(V)\{(y0)Y},使得hC(y-y0;k)≤0。则

由定理2的ii)可知,y-y0∈-vclC。因为 C 是向量闭的,所以vclC=C。因此有y-y0∈-C。故有

(F(V)\{(y0)Y}-y0)∩(-C)≠∅,即F(V)∩(-y0-C\{0Y})≠∅。这与条件矛盾。
反之,假定∃k∈corC 使得对任意y∈F(V),hC(y-y0;k)>0。若(x0,y0)不是(VP)的有效点,则存在y∈

F(V)使得y-y0∈-C。因为k∈corC 且C 是向量闭的,所以由定理2的i)可得hC(y-y0;k)≤0。这与条件

矛盾。 证毕

注2 本文所获得的主要结果推广了文献[11]中的相应结果到代数内部情形。若凸锥C 的拓扑内部非空,
则本文中的结果与文献[11]中的相应结果一致。
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OperationsResearchandCybernetics

PropertiesofGerstewitzNonlinearScalarizationFunctionandApplicationsinVectorOptimization

LIWeijia,ZHUQiao,ZHAOKequan
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]ThepropertiesandapplicationsofGerstewitznonlinearscalarizationfunctionarestudiedfurther.[Methods]

Usingthealgebraicinteriorandthevectorclosure,somepropertiesofGerstewitznonlinearscalarizationfunctionarestudied.
[Findings]SomepropertiesaregivenfortheGerstewitznonlinearscalarizationfunctionandsomenonlinearscalarizationresultsof
(weakly)efficientpointsareestablishedbymakinguseofthesepropertiesforaclassofvectoroptimizationproblemswithset-valued
maps.[Conclusion]Someresultsinthesenseoftopologicalinterioraregeneralizedtothecaseofalgebraicinterior,andsome

propertiesandapplicationsofGerstewitznonlinearscalarizationfunctionaregeneralized.
Keywords:vectoroptimization;gerstewitznonlinearscalarizationfunction;algebraicinterior;nonlinearscalarization;efficientpoint;

weaklyefficientpoint
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