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平面 WienerSausage的中偏差
*
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摘要:【目的】研究平面 Wienersausage的中偏差。【方法】采用了高阶矩方法、Wienersausage的三角分解以及一些矩估

计。【结果】发现平面 Wienersausage具有非对称的尾行为。【结论】Wienersausage的极限行为与其所处的空间有极大的

联系。
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设β(s)为Rd 中从原点出发的布朗运动。由β(s)产生以r为半径观察到时刻t的 Wienersausage定义为:

Wr(t)= ∪0≤s≤tBr(β(s)),t≥0,

这里Br(x)是以x 为中心,r≥0为半径的开球。用 A 表示集合A 的勒贝格测度。Wienersausage的体积

Wr(t)是一个非常丰富的研究课题[1-7],本文则主要关注平面情形。

1主要结果

在前期的研究工作中[8],有如下中偏差估计。
命题1 设b(t)是一个正函数且满足:b(t)→+¥,lnb(t)=o((lnt)1/2),当t→+¥,则存在正常数C1 和C2

使得:

-C1 ≤liminft→+¥

1
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本文进一步研究了E Wr(t)- Wr(t)的尾概率行为,得到了如下的主要结果。
定理1 设b(t)是一个正函数且满足当t→+¥时,有:

b(t)→+ ¥,b(t)=o((lnt)
1
5)。 (1)

则对任意的λ>0,lim
t→+¥

1
b(t)lnP E Wr(t)- Wr(t)≥λ

tb(t)
(lnt)2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-(2π)-2κ(2,2)-4λ,这里κ(d,p)是满足

Gagliardo-Nirenberg不等式中常数C 的最优值:

‖f‖2p ≤C ‖ Ñf‖
d(p-1)
2p

2 ‖f‖1-
d(p-1)
2p

2 ,f∈W1,2(Rd),

其中W1,2(Rd)= f∈L2(Rd);Ñf∈L2(Rd){ }。
注 比较定理1和命题1的结论,可以看出 Wr(t)-E Wr(t)具有非对称的尾行为,这与布朗运动的自

相交局部时的性质是相似的。Gall在文献[2]中指出,Wr(t)-E Wr(t)弱收敛到布朗运动的自相交局部

时,因此该结果的出现是合理的。
定理1的证明主要借鉴了文献[9]的思想。本文将在第2部分给出一些准备引理,在第3部分给出定理1的

证明过程。
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2准备引理

首先给出一些关于平面 Wienersausage的指数矩估计。
令Vr(t)= W1

r(t)∩W2
r(t)∩…∩Wp

r(t)表示p 个独立 Wienersausages相交部分的体积。P(y1,y2,…,yp)

表示分别从y1,y2,…,yp 出发的 β1(s),β2(s),…,βp
(s){ }所诱导的概率测度,E(y1,y2,…,yp)表示关于P(y1,y2,…,yp)

的数学期望,若y1,y2,…,yp 都是原点,则予以省略。

引理1[6] 存在θ>0使得sup
t≥27

Eexpθ
(lnt)2

t ‖Wr(t)-E Wr(t)‖{ }<¥,进一步地,对任意的λ>0,有:

limsup
t→¥

1
b(t)lnP

‖Wr(t)-E Wr(t)‖ ≥λtb(t)
(lnt)2{ }≤-θλ。

  引理2[6] 对任意p≥2,存在θ>0使得:
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t≥3

sup
y1,y2,…,yp

E(y1,y2,…,yp)expθ
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  引理3[6] 设b(t)满足:b(t)→+¥,b(t)=o(lnt),当t→+¥。则对任意的λ>0,有:
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  下面几个引理主要借鉴了文献[9]中的一些技巧,由于证明过程类似且十分冗长,在此仅给出主要结果。
引理4 设h(x)是R2 上具有紧支持的光滑对称概率密度函数,ε>0,记hε(x)=ε

-2h(ε-1x),
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则对任意的θ>0,有:

lim
t→¥

1
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这里 = g∈W1,2(R2);‖g‖2=1{ }。

进一步地,对任意的N=0,1,…,以及ε>0,有:
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  该引理的证明类似于文献[9]中的引理7.7。
引理5 设b(t)满足(1)式。记:
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t (ε)≡

t
b(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷

-2

×

∫R2∫R2
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则对任意的θ>0以及j=0,1,…,有:

limsup
ε→0

limsup
t→¥

1
b(t)lnEexpθ b(t)

t
(lnt) Wr(2

-jt)∩Wr'(2
-jt)-B(j)

t (ε)
1
2{ }=0。

  此引理的证明类似于文献[9]中的引理7.8。

3定理1的证明

为了简便,记 W
-

r(t)= Wr(t)-E Wr(t)。对任意的随机变量Y,记 Y
-
=Y-EY。注意到b(t)=

o((lnt)
1
5 ),由命题1可以看出,lim

t→+¥

1
b(t)lnP

W-r(t)≥λtb(t)
(lnt)2

æ

è
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ö

ø
÷=-¥。 故若能够证明对任意的λ>0,有:
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lim
t→+¥

1
b(t)lnP

W-r(t)≥λtb(t)
(lnt)2
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÷=-(2π)-2κ(2,2)-4λ, (2)

则定理1得证。

由于 W
-

r(t)是非负随机变量,利用文献[10]中定理4给出的高阶矩方法,若要得到(2)式,只需要证明对

任意的θ>0,有:

lim
t→+¥

1
b(t)lnEexpθ b(t)

t lnt EWr(t)-Wr(t)
1
2{ }=supλ>0

θλ
1
2 -(2π)-2κ(2,2)-4λ{ }=(θπ)2κ(2,2)4。(3)

下面将分上、下界来证明(3)式。
先证明上界。通过对时间 0,t[ ] 进行分割,有:

Wr(t)=
2N

k=1
Wr

k-1
2N t,k
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设ε>0,由于E Wr(t)- Wr(t)=(EIt-It)+Jt-EJt≤(EIt-It)+Jt,因此,

P E Wr(t)- Wr(t) ≥λtb(t)
(lnt)2{ }≤P EIt-It ≥εtb(t)

(lnt)2{ }+P Jt ≥ (λ-ε)tb(t)
(lnt)2{ }。(4)

注意到 EIt-It ≤
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÷ 。若把(2)式中t换为2-Nt,λ换为

2Nλ 且b(t)换为 b~(t) b(2Nt),可以得到:

limsup
t→¥

1
b(t)lnP

E Wr 0,2-Nt[ ]( ) ) - Wr 0,2-Nt[ ]( ) ≥λtb(t)
(lnt)2{ }≤-2NCλ。 (5)

因此由文献[9]中的引理7.9,有limsup
t→¥

1
b(t)lnP EIt-It ≥ε

tb(t)
(lnt)2{ }≤-2NCε。

利用三角不等式

P Jt ≥
(λ-ε)tb(t)
(lnt)2{ }≤

N

j=1
P 

2j-1

k=1
ξj,k ≥2

-j (λ-ε)tb(t)
(lnt)2{ }, (6)

这里对每一个1≤j≤N,
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(t)= Wr
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形成一个独立的序列且与 Wr 0,2-jt[ ]( )∩Wr' 0,2-jt[ ]( ) 同分布。
由引理3,对任意的λ>0,有:

lim
t→¥

1
b(t)lnP

Wr 0,2-jt[ ]( ) ∩Wr' 0,2-jt[ ]( ) ≥
λtb(t)
(lnt)2{ }=-2j (2π)-2κ(2,2)-4λ。

故由(6)式和文献[9]中的引理7.9得:

lim
t→¥

1
b(t)lnP

Jt ≥
(λ-ε)tb(t)
(lnt)2{ }=-(2π)-2κ(2,2)-4(λ-ε)。 (7)

综合(4),(5)式和(7)式,令ε→0,得到:

lim
t→¥

1
b(t)lnP

Wr(t)- Wr(t) ≥
λtb(t)
(lnt)2{ }≤-(2π)-2κ(2,2)-4λ。

利用引理1和文献[10]中的定理5,有:

limsup
t→¥

1
b(t)lnEexpθ b(t)

t
(lnt)E Wr(t)- Wr(t)
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sup
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θλ
1
2 -(2π)-2κ(2,2)-4λ{ }= θπ( ) 2κ(2,2)4。 (8)

  再证下界。对N 利用归纳法,可以得到:
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从而有:

E Wr(t)- Wr(t)=(EIt-It)+Jt-EJt ≥ (EIt-It)+Jt(ε)- Jt-Jt(ε)-EJt ≥

(EIt-It)-
1
2It(ε)- Jt-Jt(ε)-EJt+

1
2At(ε)。

将看到在下界控制中起主要作用的项是
1
2At(ε)。

由引理2可以看出,存在一个常数CN 使得EJt ≤CN
t
(lnt)2

。 记f=θ
b(t)
t lnt,则由Hölder不等式有:
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由引理4可知:

lim
t→¥
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  接下来控制(9)式中的其他项。

在(8)式中将t换为2-Nt,θ换为2-
N
2θ,b(t)换为b

~(t)b(2Nt)),结合文献[9]中的引理7.9,可以证明对任

意的θ>0,limsup
t→¥
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  由引理4和文献[9]中的引理7.9,可以得到limsup
t→¥
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其中:
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  对每一个1≤j≤N,Kj,1
(ε),…,Kj,2N-1

(ε)是一个独立序列且与B(j)
t (ε)同分布。由引理5和 Hölder不等

式,有limsup
ε→0

limsup
t→¥

1
b(t)lnEexpθ

b(t)
t
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1
2{ }=0。

故先令ε→0+,再令N→¥,最后令p→1+,可以得到:

liminf
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πθ( ) 2sup
f∈ ∫R2

f(x)4dx( )
1
2

-
1
2∫R2

Ñf(x)2dx{ }= πθ( ) 2κ(2,2)4,

这里的第二步用到了替换g(x)=f(Ax),A 是2×2矩阵且满足ATA=(πθ)2I2×2,I2×2是2×2单位矩阵,最后

一步则是利用了文献[11]中的引理A.2。 证毕
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