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分数阶Khokhlov-Zabolotskaya-Kuznetsov方程新的精确解
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摘要:【目的】构建分数阶 Khokhlov-Zabolotskaya-Kuznetsov方程新的精确解。【方法】结合修正的Riemann-Liouville导

数,运用扩展的(G'/G)-展开法,引入了新的辅助方程。【结果】这些新的精确解包括了双曲函数解、三角函数解以及有理

函数解。【结论】得到方程更多的精确解。
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分数阶偏微分方程是近些年来描述诸多“复杂多变”科学及工程问题,甚至社会现象的重要数学模型。从应

用角度看,分数阶导数与整数阶导数模型的本质区别在于,对时间导数而言,整数阶导数描述的是某时刻研究对

象的变化或性质,而分数阶导数所表示的性质与整个历史过程有关;对空间导数而言,整数阶描述的是研究对象

在空间某一局部位置的性质,而分数阶描述的性质涉及整个空间位置。由于它有着重要科学价值及广泛应用背

景,分数阶偏微分方程引起了人们的广泛关注。为构造分数阶偏微分方程的精确解,人们构建了大量行之有效

的方法。如分数阶首次积分法[1]、分数阶微分变换法[2]、分数阶子方程方法[3]、分数阶exp-函数法[4]和Backlund
变换[5]分数阶(G'/G)-展开法[6-7]等。本文讨论了(3+1)维的分数阶偏微分方程KZK方程的精确解。

分数阶Khokhlov-Zabolotskaya-Kuznetsov方程(KZK方程)[8]:
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Riemann-Liouville导数[9-10]定义:

Dα
xf(x)=

1
Γ(-α)∫

x

0
(x-ξ)-

α-1(f(ξ)-f(0))dξ,α<0,

1
Γ(1-α)

d
dx∫

x

0
(x-ξ)-

α(f(ξ)-f(0))dξ,0<α<1,

(Dα-n
x f(x))(n),n≤α<n+1,n≥1。

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

其中,Γ(·)为Gamma函数。Jumarie的修正Riemann-Liouville导数具有如下性质:
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  三维衍射光电波KZK抛物型非线性波方程在三维衍射光电波中是最广泛应用模型之一,同时(1)式也是描
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述医疗超声波传播的重要模型,研究(1)式的精确解对理解复杂的超声波物理现象十分重要。Saha[8]应用首次

积分法求得(1)式的精确解。本文拟采用扩展的(G'/G)方法[11]和分数阶复变换方法[12]相结合,以构建(1)式更

丰富的精确解。

1构建方法及过程描述

步骤1,对于非线性分数阶偏微分方程
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tu 是关于u 的修改的Riemann-Liouville导数,u=u(x,y,z,t)是未知函数,Q 是u 及u 的

关于x,y,z,t各阶偏导数的多项式。
对方程(2)作分数阶复变换:
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其中,l,m,k,λ为任意常数,(2)式转换为如下的常微分方程:
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  步骤2,假设方程(4)的解为:
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其中,G=G(ξ)满足如下形式的常微分方程:

G″G=α~G'2+β
~GG'+γ~G2。 (6)
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定。常微分方程(6)的解具有以下3种形式:

G'(ξ)
G(ξ)

=

β
~2+4γ

~
-4α

~γ~

2(1-α~)

C1sinh β
~2+4γ

~
-4α

~γ~

2 ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷+C2cosh β

~2+4γ
~
-4α

~γ~

2 ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

C1cosh β
~2+4γ

~
-4α

~γ~

2 ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷+C2sinh β

~2+4γ
~
-4α

~γ~

2 ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

+

  β
~

2(1-α~)
,当β

~2-4(α
~
-1)γ

~
>0,a

~
≠1时,

4α~γ~ -β
~2-4γ

~

2(1-α~)

-C1sin 4α~γ~ -β
~2-4γ

~

2 ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷+C2cos 4α~γ~ -β

~2-4γ
~

2 ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

C1cos 4α~γ~ -β
~2-4γ

~

2 ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷+C2sin 4α~γ~ -β

~2-4γ
~

2 ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

+

  β

2(1-α~)
,当β

~2-4(α
~
-1)γ

~
<0,a

~
≠1时,

1
(1-α~)

C1

C1ξ+C2
+β

2
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,当4(α~ -1)γ

~
-β

~2=0,α
~
≠1时。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

  步骤3,将(5)式代入(4)式,结合(6)式合并(G'/G)的相同幂次项,则方程(4)左端就变成一个关于(G'/G)
的多项式,令该多项式的(G'/G)各阶幂次的系数为零。

步骤4,求解上述以ai(i=0,1,…,m)和bi=(i=-m,…,-1)为未知量的代数方程组,并把得到的各组解

连同(6)式的解代回(5)式就得到了(2)式的多个精确解。

2KZK方程的精确解

对方程(1)作行波变换(3)得到p(x,y,z,t)=u(ξ),ξ=lx+my+kz+
λτα

Γ(α+1)
。并对ξ积分两次,并令积

分常数为零,可得:
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  设方程(7)有类似(5)式的解,平衡(7)式中u'(ξ)和u2(ξ),有m=1,于是方程(7)的解为:
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解上述代数方程组,可得:
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C1,C2 是任意的常数。

特别地,当(9)式中的C2=0,C1≠0时,u1(ξ)简化为:
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特别地,当(10)式中的C2=0,C1≠0时,u5(ξ)简化为u6(ξ)=
kλ-

c0
2
(l2+m2)+γλ3β

~

2λ2β
+
γλγ
~

β
H5,其中,

H5= tanh β
~2+4γ

~
-4α

~
γ
~

2 ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷+ β

~

2(1-α
~)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

-1

,ξ=lx+my+kz+
λtα

Γ(α+1)
,C1,C2 是任意的常数。

2)当β
~2+4γ

~
-4α

~
γ
~
<0时,方程(1)有如下的三角形式解u7(ξ)=

kλ-
c0
2
(l2+m2)+γλ3β

~

2λ2β
+
γλβ

~

β
H6,其中,

H6=
-C1sin 4α

~
γ
~
-β
~2-4γ

~

2 ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷+C2cos 4α

~
γ
~
-β
~2-4γ

~

2 ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

C1cos 4α
~
γ
~
-β
~2-4γ

~

2 ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷+C2sin 4α

~
γ
~
-β
~2-4γ

~

2 ξ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

+ β
~

2(1-α
~)

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

-1

,ξ=lx+my+kz+
λtα

Γ(α+1)
,C1,

C2 是任意的常数。

3)当β
~2+4γ

~
-4α

~
γ
~
=0时,方程(1)的有理函数解为:

u8(ξ)=
kλ-

c0
2
(l2+m2)+γλ3β

~

2λ2β
+
γλγ~

β
1

(1-α~)
C1

C1ξ+C2
+β

~

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

-1

。

其中,ξ=lx+my+kz+
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Γ(α+1)
,C1,C2 是任意的常数。

3结论

本文引入新的辅助微分方程(6)及展开式(5)式(当α
~
=0,β

~
=-λ,γ

~
=-μ 时为文献[13]的辅助方程)。应

用扩展的(G'/G)展开法,获得了分数阶Khokhlov-Zabolotskaya-Kuznetsov方程的精确解。这些精确解包括双

57第5期           张 雪,等:分数阶Khokhlov-Zabolotskaya-Kuznetsov方程新的精确解



曲函数解、三角函数解和有理函数解。文献[10]所得解为本文u3(ξ)的特例,u2(ξ),u4(ξ),u6(ξ),u7(ξ),u8(ξ)
是以往文献没有获得的解。此外,扩展的(G'/G)法具有一定的普适性,可应用到其他分数阶偏微分方程精确解

的求解。
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TheConstructionofNewExactSolutionsforFractional
Khokhlov-Zabolotskaya-KuznetsovEquation

ZHANGXue,SUNYuhuai,HONGYun,JIANGLin
(CollegeofMathematicsandSoftwareScience,SichuanNormalUniversity,Chengdu610066,China)

Abstract:[Purposes]TheexactsolutionsoffractionalKhokhlov-Zabolotskaya-Kuznetsovequationareconstructed.[Methods]

CombinedwiththemodifiedRiemann-Liouvillederivative,theexactsolutionsofequationareobtainedbytheextended(G'/G)-
expansionmethodwhichaddnegativepowerexponentandnewauxiliaryequation.[Findings]Thenewexactsolutionscontain
hyperbolicfunctionsolution,trigonometricfunctionsolutionandrationalfunctionsolution.[Conclusions]Themoreexactsolutionsof
equationareobtained.
Keywords:extended(G'/G)-expansionmethod;fractionalKhokhlov-Zabolotskaya-Kuznetsovequation;exactsolutions
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