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摘要:【目的】把Lp中的p-曲率像推广为Orlicz曲率像。【方法】应用凸几何分析。【结果】对Orlicz曲率函数进行定义,并
推广了Orlicz混合体积。【结论】得到Orlicz曲率像的仿射不变性等一些重要性质及关于Orlicz曲率像的几个不等式,特
殊情形为Lutwak得到的Lp 中的相应结果。
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Peety[1-2]首先研究的曲率像逐渐发展为凸几何中一种非常重要的几何量,它涉及的曲率像不等式与

Blaschke-Santalo不等式是凸体理论中很重要的仿射等周不等式。该几何量定义为:设K 为Rn 中的凸体,则K

的曲率函数f(K,·):Sn-1→R定义为f(K,·)=
dS(K,·)
dS

,其中,S(K,·)为K 在单位球面Sn-1上的表面积

测度,S 为Sn-1上的Lebesgue测度。
设K 为质心在原点的星体,则K 的曲率像ΛK 定义为[3]:

f(ΛK,·)=
ωn

V K( )ρ
(K,·)n+1。 (1)

其中,ωn 为Rn 中单位球的体积,V K( ) 为K 的体积,ρ(K,·)为K 的径向函数。
由(1)式定义的曲率像ΛK 是质心在原点的具有正连续曲率函数的凸体的集合,且(1)式被Lutwak[4]稍有差别

地推广到Lp 空间中,即对于p≥1及有正曲率函数的且包含原点在其内部的凸体K,其p-曲率像ΛpK 定义为[4]:

fp
(K,·)=

ωn

V ΛpK( )ρ
(ΛpK,·)

n+p。 (2)

其中,K 的p-曲率函数fp
(K,·):Sn-1→R为:

fp
(K,·)=

dSp(K,·)
dS

。 (3)

这里Sp
(K,·)为K 在Sn-1上的p-表面积测度,且有Radon-Nikodym导数

dSp(K,·)
dS(K,·)=h(K,·)1-p。 其中,

h(K,·)为K 的支持函数。
本文考虑Orlicz空间中的曲率像。
设φ:[0,¥)→[0,¥)是凸的、严格递增且φ(0)=0的一类函数。对包含原点在其内部的凸体K,文献[5]给

出了Orlicz表面积测度的定义,其中蕴涵了:
dSφ

(K,·)
dS =φ

1
h(K,·)
æ

è
ç

ö

ø
÷h(K,·)f(K,·)。 (4)

  若K 还具有正的曲率函数,则定义Orlicz曲率函数为:

fφ
(K,·)=

dSφ
(K,·)
dS

。 (5)
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若φ(t)=tp,1≤p<¥,则Orlicz曲率函数即为(3)式中的p-曲率函数。
利用Orlicz曲率函数,定义Orlicz曲率像ΛφK 为:

fφ
(K,·)=

ωn

V ΛφK( )φ
(ρ(ΛφK,·))ρ(ΛφK,·)

n, (6)

这样定义的ΛφK 是包含原点在内部的星体,且若φ(t)=tp(1≤p<¥),则Orlicz曲率像为(2)式。

设Φ 为满足以上条件且使得φ(a)
φ(b)

=φ
(ac)

φ(bc)
(c>0)成立的所有φ的集合。本文首先推广了Orlicz混合体积的定

义[6-7],得到定义1。对于φ∈Φ,给出了这类混合体积与Orlicz对偶混合体积及Orlicz曲率像三者之间的关系(定理

1),证明了Orlicz曲率像的唯一性(定理2),最后得到了关于Orlicz曲率像的仿射性质(定理3或它的等价形式定理

4)和几个不等式(定理5与定理6)。若φ(t)=tp(1≤p<¥),以上结果为Lutwak在文献[4]得到的结果。

1预备知识

本文设Kn 为Rn 中凸体(紧致、有非空内点的凸集)的集合,Kn
o 为Kn 中包含原点的凸体的集合,Kn

c 为Kn

中质心在原点的凸体的集合,Fn
o 为Kn

o 中有正曲率函数的凸体的集合,Fn
c 为Fn

o 中质心在原点的凸体的集合,

Sn
o 为Rn 中包含原点的星体的集合,Sn-1为Rn 中的单位球面。

凸体K 的支持函数h(K,·):Rn→R定义为h(K,x)=max{x·y:y∈K},其中x∈Rn,x·y 为标准内

积。若A∈SL(n),则支持函数有性质h(AK,u)=h(K,Atu)。
Orlicz空间中的混合体积在文献[6-7]中定义为:

Vφ
(K,L)=

1
n∫Sn-1

φ
h(L,u)
h(K,u)
æ

è
ç

ö

ø
÷h(K,u)dS(K,u)。 (7)

其中S(K,·)为K 在Sn-1上 的Aleksandrov-Fenchel-Jessen表面积测度,定义为:

S(K,ω)=∫x∈∂K,v(x)∈ω
dS(x), (8)

其中ω⊂Sn-1,v(x)为K 在x 点处的单位外法向量。
对偶混合体积理论中一个基本的概念是紧星集K 的径向函数ρ(K,·):R

n\0{ }→R,对任意的x∈Rn\{0}
其定义为ρ(K,x)=maxλ≥0:λx∈K{ }。若ρ(K,·)是正的连续函数,则称K 是一星体。若A∈SL n( ),则有

ρ AQ,u( ) =ρQ,A-1u( ) 。 (9)

  设φ∈Φ,φt( )=φ
1
t

æ

è
ç

ö

ø
÷,则Orlicz空间中的对偶混合体积可定义为:

V~φ
(K,L)=

1
n∫Sn-1

φ ρ(L,u)
ρ(K,u)
æ

è
ç

ö

ø
÷ρ(K,u)

ndS(u)。 (10)

对偶Orlicz混合体积有很多好的性质,如对偶Orlicz混合体积的仿射不变性[8],A∈SL n( ),有:

V~φ
(AK,AL)=V~φ K,L( ) , (11)

及唯一性定理。

引理1[8] 设φ∈Φ 与μ⊂S
n
o,且K,L∈μ。若对所有的Q∈μ 均有

V
~

φ K,Q( )

V K( )
=
V
~

φ L,Q( )

V L( )
,则K=L。

设K∈κn
o,则K 的极体K* 定义为K*= x∈Rn:x·y≤1,对所有y∈K{ }。若A∈SL n( ),则有 AK( ) *=

A-tK*。对K∈κn
o,则有K**=K,且:

h K*,·( ) =
1

ρ K,·( )
。 (12)

  一个重要的仿射等周不等式是Blaschke-Santalo不等式[9]:对K∈κn
o,有:

V K( )V K*( ) ≤w2
n, (13)

当且仅当K 为椭球时等号成立。
当A∈SL n( ),K∈Fn

o 时,K 的曲率函数满足[9]f AK,u( )=f K,Atu( )。

2主要结论

首先,推广Orlicz混合体积定义为以下定义。
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定义1 若K∈κn
o,Q∈S

n
o,则定义:

Vφ
(K,Q*)=

1
n∫Sn-1

φ
1

h(K,u)ρQ,u( )

æ

è
ç

ö

ø
÷h K,u( )dS(K,u)。 (14)

当Q∈κn
o 时,由(12)式与K**=K 知(14)式即为(10)式。

定理1 设φ∈Φ 与K∈Fn
o,则对于所有Q∈Sn

o 有:

Vφ
(K,Q*)=

wn

V ΛφK( )
V~φ
(ΛφK,Q)。 (15)

  证明 由(14)式及(4)式可得

Vφ
(K,Q*)=

1
n∫Sn-1

φ
1

h K,u( )ρQ,u( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

φ
1

h K,u( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

dSφ
(K,u)。 (16)

结合(5)式,(6)式及(16)式有

Vφ
(K,Q*)=

wn

nV ΛφK( )∫Sn-1

φ
1

h K,u( )ρQ,u( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

φ
1

h K,u( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

φρΛφK,·( )( )ρ ΛφK,·( ) ndS(u)。 (17)

由于φ(a)
φ(b)

=φ
(ac)

φ(bc)
(c>0)及φ(t)=φ

1
t

æ

è
ç

ö

ø
÷ 知(17)式可化简为:

Vφ
(K,Q*)=

wn

nV ΛφK( )∫Sn-1
φ ρQ,u( )

ρΛφK,u( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ρ ΛφK,u( ) ndS(u)。

再由(10)式可知上式即为所证结论。 证毕

结合引理1得如下定理。
定理2 设φ∈Φ 与K∈Fn

o,若对于所有Q∈Sn
o 有

Vφ
(K,Q*)=

wn

V L( )
V~φ
(L,Q), (18)

则L=ΛφK。

证明 由(18)式及(15)式可得
V
~

φ ΛφK,Q( )

V ΛφK( )
=
V
~

φ L,Q( )

V L( )
,又由引理1知L=ΛφK。 证毕

为了证明Orlicz曲率像的仿射性质,给出以下两个引理。
引理2 设函数f,g:Rn\0{ }→ 0,¥( ) 为连续函数,A∈SL(n)。若f 为0阶齐次,g 为-n 阶齐次的,则:

∫Sn-1
f(u)g(Au)dS(u)=∫Sn-1

f(A-1u)g(u)dS(u)。 (19)

  证明 令φ(t)=φ
1
t

æ

è
ç

ö

ø
÷∈Φ,K,L∈Sn

o,且f(u)=φ
ρ(L,u)

ρ(A
-1K,u)

æ

è
ç

ö

ø
÷,g(u)=ρ(K,u)

n。

由对偶混合体积(10)式有

V~φ
(A-1K,L)=

1
n∫Sn-1

φ
ρ(L,u)

ρ(A-1K,u)
æ

è
ç

ö

ø
÷ρ(K,A-1u)ndS(u)=

1
n∫Sn-1

φ
ρ(L,u)

ρ(A-1K,u)
æ

è
ç

ö

ø
÷ρ(K,Au)

ndS(u),

及

V~φ
(K,AL)=

1
n∫Sn-1

φρ(AL,u)
ρ(K,u)

æ

è
ç

ö

ø
÷ρ(K,u)

ndS(u)=
1
n∫Sn-1

φρ(L,A-1u)
ρ(K,u)

æ

è
ç

ö

ø
÷ρ(K,u)

ndS(u)。

由对偶Orlicz混合体积的仿射不变性(11)式知(19)式成立。 证毕

引理3 设K∈Fn
o,Q∈S

n
o 与A∈SL(n),则Vφ

(AK,Q*)=Vφ
(K,(AtQ)*)。

证明 假设K∈Fn
o,由(9)式及支持函数的性质h(AK,u)=h(K,Atu)可得:

Vφ
(AK,Q*)=

1
n∫Sn-1

φ
1

h(K,Atu)ρ(Q,u)
æ

è
ç

ö

ø
÷h(K,Atu)f(K,Atu)dS(u)。

又由(14)式及(9)式有Vφ
(K,(AtQ)*)=

1
n∫Sn-1

φ
1

h(K,u)ρ(A-tQ,u)
æ

è
ç

ö

ø
÷h(K,u)f(K,u)dS(u)。
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由引理2知对于 K∈Fn
o 有Vφ

(AK,Q*)=Vφ
(K,(AtQ)*)成立。对任一 K∈Kn

o,可取一列 Ki∈Fn
o,使得

Ki→K。再由混合体积的连续性知结论成立。 证毕

定理3 设φ∈Φ,K∈F
n
o 与A∈SL(n),则ΛφAK=A-tΛφK。

证明 设Q∈Sn
o,由引理3,定理1及(11)式知Vφ

(AK,Q*)=
ωn

V(A-tΛφK)
V~φ
(A-tΛφK,Q)。 由定理1知

Vφ
(AK,Q*)=

ωn

V(ΛφAK)V
~

φ
(ΛφAK,Q)。 以上两式结合定理2可知ΛφAK=A-tΛφK。 证毕

由 AK( ) *=A-tK*知定理3等价于以下定理。
定理4 设φ∈Φ,K∈F

n
o 与A∈SL(n),则Λ*

φAK=ΛφK。

定理5 设φ∈Φ 与K∈Fn
o,则

V(K)
ωn

≥φ
V(ΛφK)

V(K*)
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
næ

è
ç

ö

ø
÷,等号成立当且仅当K*与ΛφK 位似。

证明 在(15)式中令Q=K*得V(K)=
ωn

V(ΛφK)
V
~

φ
(ΛφK,K

*)。

由对偶Orlicz混合体积不等式(10)式知V(K)≥ωnφ
V(K*)
V(ΛφK)
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
næ

è
ç

ö

ø
÷=ωnφ

V(ΛφK)

V(K*)
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
næ

è
ç

ö

ø
÷ ,等号成立当且

仅当K*与ΛφK 位似。 证毕

由Blaschke-Santalo不等式(13)式及定理5得以下定理。

定理6 设φ∈Φ 与K∈Fn
c,则

ωn

V(K*)≥φ
V(ΛφK)

V(K*)
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
næ

è
ç

ö

ø
÷,等号成立当且仅当K 为一椭球。
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Abstract:[Purposes]Toinvestigatethecurvatureimageistogeneralizethep-curvatureimageinLptoOrliczcurvatureimage.
[Methods]Convexgeometricanalysis,itintroducestheconceptofOrliczcurvaturefunctionsandgeneralizetheOrliczmixedvolume.
[Findings]ObtainsomeimportantpropertiesincludingaffineinvariantandinequalitiesofOrliczcurvatureimage.[Conclusions]As
theirspecialcases,someLutwak’sresultsinLpisobtained.
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