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摘要:【目的】提出多目标优化问题近似解的定义,并对它的性质进行讨论。【方法】利用一类广义切比雪夫范数标量化模

型对多目标优化近似解进行研究。【结果】建立了多目标优化问题ε-弱有效解和ε-真有效解的一些非线性标量化结果。

【结论】得到的主要结果推广了一些已有工作。
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多目标优化理论与方法在经济管理、交通运输、生态保护与数据处理等诸多领域中都具有十分广泛的应用。
关于多目标优化问题的相关研究已取得了大量的研究成果

[1-5]。其中关于解的定义及性质方面的研究是多目标

优化问题中十分重要的研究方向。弱有效解与有效解是多目标优化领域中两类很重要的解概念。然而,由于多

目标优化问题的有效解集和弱有效解集可能很大,且可能具有一些不太好的性质,一些学者相继提出了各种类

型的真有效解。特别地,1968年,Geoffrion
[6]提出了G-真有效解的定义并研究了这类真有效解的一些性质。

标量化方法是研究多目标优化问题解性质的重要方法之一。伴随着各类解概念的发展,一些学者对多目标

优化问题各类解的标量化性质展开研究。特别地,1983年,Choo和Atkins
[7]提出了一类广义切比雪夫范数标量

化方法,建立了多目标优化问题G-真有效解的非线性标量化结果。1987年,Ignacy
[8]进一步对Choo和Atkins

提出的标量化方法进行了修正,获得了多目标优化问题有效解的非线性标量化性质。
在实际生产和生活中,多目标优化问题的(弱)有效解和真有效解可能不存在。因此,如何提出多目标优化

问题的近似解定义并研究它的性质具有非常重要的理论意义与应用价值。近年来,对多目标优化问题各类近似

解及其性质研究已经引起了一些学者的关注,并取得了一些重要成果。目前为止,一些学者已经对多目标优化

问题的ε-弱有效解和ε-真有效解的线性与非线性标量化性质开展了一些研究
[9-13]。特别地,夏远梅等人

[13]利用

一类非线性标量化函数建立了多目标优化中ε-真有效解的一个非线性标量化性质。其他一些近似解及性质研

究见文献[14-15]等。
受文献[4,7]等研究工作的启发,本文利用一类广义切比雪夫范数标量化方法进一步建立了多目标优化问

题ε-弱有效解和ε-真有效解的一类非线性标量化性质。所得到的主要结果推广了多目标优化中关于精确解的

一些非线性标量化结果到近似解情形。

1预备知识

本部分主要介绍本文所需要的一些基本定义。
定义1

[7] 设β∈RL 且α∈R,定义范数‖·‖α
β

为‖y‖α
β=max1≤i≤L

βi (I
-1
α y)i ,其中Iα 是L×L 矩阵且满足

(Iα)ij=
1,i=j
α,i≠j{ 。

注1 本文假定α的取值范围为 -
1
2L
,0
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本文考虑如下多目标问题

(MOP)minf(x)=(f1(x),f2(x),…,fL(x)),

s.t.x∈S⊆Rn。
对任意的y,z∈Rn,考虑如下序关系:

y≦z⇔z-y∈Rn;y<z⇔z-y∈intRn;y≤z⇔z-y∈Rn\0}{ 。

  定义2
[9] 设ε≧0,称x̂∈S 为(MOP)的:1)ε-弱有效解,如果不存在x∈S 使得f(x)<f(x̂)-ε;2)ε-有

效解,如果不存在x∈S 使得f(x)≤f(x̂)-ε且f(x)≠f(x̂)-ε。

定义3
[10] 设ε≧0,x̂∈S 称为(MOP)的ε-真有效解,如果 x̂ 是ε-有效解且存在 M>0,对所有满足

fi(x)<fi(x̂)-εi 的i和x,存在j≠i使得fj
(x̂)-εj<fj

(x)且满足
fi(x̂)-fi(x)-εi

fj
(x)-fj

(x̂)+εj

≤M。

本文考虑如下广义切比雪夫范数标量化模型:
(Pβα)min

x∈S
‖f(x)-u*‖α

β
。

  当α=0时,(Pβα)退化为(Pβα1)min
x∈S
max
1≤i≤L

βi(fi(x)-u
*
i ),其中u*

i =minx∈S
fi(x)-τ,∀i=1,…,L,τ是充分

小正数。

设ε≥0,称x 是标量化问题(Pβα)的ε-最优解,若对任意的x∈S,‖f(x)-u
*
‖α

β≥‖f(x)-u
*
‖α

β-ε。

定理1 若-
1
2L<α≤0

,则Iα 是非奇异矩阵,且逆矩阵I-1
α 中每一项都大于或等于0。

证明 如果α=0,则由Iα 的定义可知,Iα 是单位矩阵,结论显然成立;如果-
1
2L<α<0

,则由文献[7]中的

定理2.1可知,I-1
α 中每项严格大于0。 证毕

2ε-弱(真)有效解的非线性标量化性质

下面主要利用广义切比雪夫范数标量化模型(Pβα)给出(MOP)的ε-弱有效解和ε-真有效解的非线性标量化结果。

定理2 设ε≧0,若存在β>0满足0≤ε≤min
1≤i≤L

βiεi 且x̂∈S 是(Pβα1)的ε-最优解,则x̂ 是(MOP)的ε-弱有

效解。

证明 假定x̂ 不是(MOP)的ε-弱有效解,则存在x∈S 使得f(x)<f(x̂)-ε。从而对任意的i∈{1,…,L}

有βi(fi(x)-u
*
i )<βi(fi(x̂)-u

*
i -εi)。

进一步,由0≤ε≤min
1≤i≤L

βiεi 可知:

max
1≤i≤L

βi(fi(x)-u*
i )< max1≤i≤L

βi(fi(x̂)-u*
i -εi)<

max
1≤i≤L

βi(fi(x̂)-u*
i - min

1≤i≤L
βiεi)≤ max1≤i≤L

βi(fi(x̂)-u*
i )-ε。

这与x̂ 是(Pβα1)的ε-最优解矛盾,定理得证。 证毕

定理3 设ε≧0,若x̂∈S 是(MOP)的ε-弱有效解,则x̂ 是(Pβα1)的ε-最优解,其中βi=
1

fi(x̂)-u*
i

且ε≥ max
1≤i≤L

βiεi。

证明 假设x̂ 不是(Pβα1)的ε-最优解,即存在x∈S 使得:

max
1≤i≤L

βi(fi(x̂)-u*
i )> max1≤i≤L

βi(fi(x)-u*
i )+ε。

因为

max
1≤i≤L

βi(fi(x)-u*
i )+ε≥ max

1≤i≤L
βi(fi(x)-u*

i )+max1≤i≤L
βiεi ≥ max1≤i≤L

βi(fi(x)-u*
i +εi),

所以有max
1≤i≤L

βi(fi(x)-u
*
i +εi)<1。即对任意的i有fi(x)+εi<fi(x̂)。这与x̂ 是(MOP)的ε-弱有效解矛

盾,定理得证。 证毕

定理4 设ε≧0且-
1
2L<α<0

。若x∈S 是(MOP)的ε-真有效解,则x 是(Pβα)的ε-最优解,其中βi=
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1
(I-1

α (f(x)-u
*))i

,ε≥max
1≤i≤L

βi(I
-1
α ε)i。

证明 设x 是(MOP)的ε-真有效解,则由定义可知,存在 M>0,对所有满足fi(x)<fi(x)-εi 的i和x

都存在j满足fj
(x)-εj<fj

(x)且
fi(x)-fi(x)-εi

fj
(x)-fj

(x)+εj
≤M。

因为-
1
2L<α<0

,所以存在充分小的α满足M+1<
1-α
-αL

。对任意的x∈S,记y=f(x)且

θi=(I-1
α (y-u*))i,βi=

1
θi

,∀i=1,…,L,

则有‖y-u
*
‖α

β=1且I-1
α (y-u

*)>0。若存在ŷ∈f(S)使得‖ŷ-u
*
‖α

β+ε<‖y-u
*
‖α

β
,即:

max
1≤i≤L

βiθ̂i+ε=‖ŷ-u*‖α
β +ε< max

1≤i≤L
βiθi=1

故对任意的i=1,…,L,有βiθ̂i+ε<βiθi。

假设对 任 意 的i∈{1,…,L},都 有 yi-εi≤ŷi 成 立。从 而 有(I-1
α (ŷ-(y-ε)))i≥0。因 为ε≥

max
1≤i≤L

βi(I
-1
α ε)i,所以:

βi(I
-1
α (ŷ-(y-ε)))i=βi(I

-1
α (ŷ-y))i+βi(I

-1
αε)i=

βi(θ̂i-θi)+βi(I
-1
αε)i ≤βi(θ̂i-θi)+ε<0。

产生矛盾。故存在k∈{1,…,L}使得ŷk<yk-εk。令q=(θ1-θ̂1-ε'1)+…+(θL-θ̂L-ε'L),ε'=(I
-1
α ε),则对

任意的i=1,…,L,有(yi-εi)-ŷi=(Iα(θi-θ̂i-ε'))i=αq+(1-α)(θi-θ̂i-ε'i)。

不妨记θ1-θ̂1-ε'1=max1≤i≤L
(θi-θ̂i-ε'i)。从而有(y1-ε1)-ŷ1>0,(θ1-θ̂1-ε'1)≥

q
L
。

因为x 是ε-真有效解,对i=1而言,存在j≠1满足ŷj>yj-εj 且使得:

y1-ŷ1-ε1
ŷj -yj +εj

=
αq+(1-α)(θ1-θ̂1-ε'1)

-αq-(1-α)(θj -θ̂j -ε'j)
≥

α
1-αq+

q
L

-
α
1-αq

=(-1)+
1-α
-αL >M。

这与x 是(MOP)的ε-真有效解矛盾,定理得证。 证毕

定理5 设ε≧0且-
1
2L<α<0

。若存在β>0满足0≤ε≤min
1≤i≤L

βi(I
-1
α ε)i 且x∈S 是(Pβα)的ε-最优解,则

x 是(MOP)的ε-真有效解。

证明 令x 是标量化问题(Pβα)的ε-最优解。首先证明x 是(MOP)的ε-有效解。假设存在x̂∈S 使得

f(x̂)≤f(x)-ε。记f(x)=y,f(x̂)=ŷ 且θi=(I
-1
α (y-u

*))i,θ̂i=(I
-1
α (ŷ-u

*))i,∀i∈{1,…,L},则

y-ŷ=Iα(θ-θ̂)。从而对任意的i∈{1,…,L},由定理1可知(I-1
α (ŷ-(y-ε)))i<0,即θ̂i+(I

-1
α ε)i<θi。因

为βi>0,所以βiθ̂i+βi(I
-1
α ε)i<max1≤i≤L

βiθi=‖y-u
*
‖α

β
,∀i∈{1,…,L}。

进一步可得max
1≤i≤L

(βiθ̂i)+min1≤i≤L
βi(I

-1
α ε)i<‖y-u

*
‖α

β
,即‖ŷ-u

*
‖α

β+ε<‖y-u
*
‖α

β
。这与x 是(Pβα)的

ε-最优解矛盾。

下面证明x 是(MOP)的ε-真有效解。假设ŷk<yk-εk,并令θj-θ̂j-(I
-1
α ε)j=min1≤i≤L

(θi-θ̂i-(I
-1
α ε)i),

因为x 是ε-有效解,所以有(θj-θ̂j-(I
-1
α ε)j)≤0且yj-εj<ŷj

。从而有:

yk -ŷk -εk

ŷj -yj +εj

=-
1
α +

α-
1
α

æ

è
ç

ö

ø
÷(θj -θ̂j -(I-1

αε)j)+(α-1)t

ŷj -yj +εj

,

其中t=
i≠k,j

(θi-θi-(I-1
αε)i),因为-

α-1
α <L-2,所以有:
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(θj -θ̂j -(I-1
αε)j)-

α-1
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ < (θj -θ̂j -(I-1

αε)j)(L-2),

即 α-
1
α

æ

è
ç

ö

ø
÷(θj-θ̂j-(I

-1
α ε)j)(1-α)t<0。

从而有
yk-ŷk-εk

ŷj-yj+εj

≤-
1
α
。取M=-

1
α
,则由定义可知,x 是ε-真有效解。 证毕

注2 定理2~5推广了文献[4,7]中的相应结果到近似解情形。事实上,取ε=0,则定理2和定理3退化为

文献[4]中的定理4.24;取ε=0,则定理4和定理5退化为文献[7]中的定理3.1。
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NonlinearScalarizationCharacterizationsofApproximateSolutionsinMultiobjectiveOptimization
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Abstract:[Purposes]Inrecentyears,studyonthescalarizationcharacterizationsofapproximatesolutionshasbecameoneofthemost
importantresearchfieldsformultiobjectiveoptimizationproblems.[Methods]BymeansofakindofgeneralizedTchebycheffnorm
scalarizationmethodformultiobjectiveoptimizationproblems.[Finding]Somenonlinearscalarizationresultsofε-weaklyefficient
solutionsandε-properlyefficientsolutionsareobtained.[Conclusions]Themainresultsgeneralizesomeknownworks.
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