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有限理性与图像拓扑下广义博弈解的稳定性
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摘要:【目的】集值映射的图像拓扑较一致度量产生的拓扑弱,图像拓扑下研究解的稳定性具有重要的理论意义。【方法】
有限理性框架下,首先利用可行策略映射图像之间的 Hausdorff距离定义度量,其次分别定义可行映射,行为映射和理性

函数。【结果】得到了参数空间的完备性和有限理性框架下广义博弈解的通有稳定性。【结论】也就是说,在此弱图像拓扑

下证明了大多数的广义博弈(Baire分类的意义下)都是结构稳定的,对ε-平衡也是鲁棒的。
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许多经济模型的基础是建立在完全理性之上,即每个决策者都能在一定的约束条件下做出对自己最为有利

的选择。这一假设过于严格和理想,许多重要的问题和模型都无法满足,因此在应用上受到很大限制。Simon[1]

引入的有限理性打破了原来完全理性的限制和束缚,使得结论的假设条件更加符合人们的实际情况,也引起了

许多学者的关注。其中,Anderlini和Canning[2]在2001年建立了抽象模型M,它是带有抽象理性函数的带参数

的“一般化博弈”。但值得注意的是,文献[2]给出的假设条件太强,许多重要的经济模型无法满足,俞建等人[3-6]

重新研究了此模型,不仅扩大了模型的应用范围,而且得到一些新的较为深刻的结果。具体地,文献[3]将假设

条件弱化:Λ 是紧度量空间减弱为完备度量空间,集值映射f 连续减弱为上半连续,理性函数R 连续减弱为下半

连续。同时,文献[3]给出了M 在λ∈Λ 对ε-平衡鲁棒和M 在λ∈Λ 结构稳定的新定义,并且证明了对大多数的

参数值λ∈Λ(Baire分类的意义下),M 都是结构稳定的,对ε-平衡也是鲁棒的。随后,文献[4]又将文献[3]的主

要结果用于多目标博弈和广义多目标博弈。文献[5]研究了有限理性与多目标问题解的稳定性,文献[6]在有限

理性条件下,研究了KyFan点问题解的稳定性。
关于广义博弈解的稳定性,Lin和Yu[7-8]分别研究了多目标广义博弈的Tikhonov良定问题、Hadamard良定问

题和弱Pareto-Nash平衡点集的本质连通区;1999年,Yu[9]研究了广义博弈Nash平衡点的通有稳定性;Song和

Wang[10]在支付函数的扰动下,研究了多目标广义博弈解的稳定性。需要注意的是,文献[7-10]所考虑的集值映射

或函数所构成空间的拓扑结构均由一致度量产生。正如向淑文和杨辉[11]所指出:集值映射的图像拓扑允许比一致

拓扑有更大的扰动,因为它同时考虑集值映射与定义域的扰动,并且图像收敛比一致度量下的收敛更弱。
广义博弈中局中人的支付函数和可行策略集均与对方有关。特别地,对于可行策略映射G1,G2:X→P0(Y),一

致拓扑产生的度量定义为ρX(G1,G2)=supx∈X
h(G1(x),G2(x))。而图像拓扑下的度量定义为ρg

(G1,G2)=h(Graph
(G1),Graph(G2)),此处ρX 是Y 上的Hausdorff距离,而ρg 是X×Y 上的Hausdorff距离。

本文在有限理性框架下,研究图像拓扑意义下广义博弈Nash平衡点的结构稳定性和对ε-平衡的鲁棒性。
结构如下:第1部分是本文需要的基本定义和预备知识,且给出有限理性下的稳定性结论;第2部分先定义了图

像拓扑下的度量,结合有限理性框架给出广义博弈Nash平衡点的稳定性结果;第3部分是本文的结论。

1基本定义和预备知识

首先给出集值映射的基本定义和相关引理[15-16]。

* 收稿日期:2016-10-11  修回日期:2017-10-26  网络出版时间:2017-11-10 15:40
资助项目:国家自然科学基金(No.11561013;61472093);贵州省科技厅自然科学基金项目(No.黔科合LH字[2016]7425);贵州省教育厅自然

科学研究项目(No.黔教合KY字[2015]421)
第一作者简介:陈拼博,男,研究方向为博弈论与非线性分析,E-mail:pbchen73@163.com;通信作者:丘小玲,副教授,E-mail:xlqiu@gzu.edu.cn
网络出版地址:http://kns.cnki.net/kcms/detail/50.1165.N.20171110.1540.022.html



定义1 设X 和Y 是两个度量空间,P0(Y)是Y 中所有非空子集构成的集合,F:X→P0(Y)是一个集值映

射,x∈X,则:

1)称集值映射F 在x 是上半连续的,如果Y 中的任意开集G,G⊃F(x),存在x 的开邻域O(x),使得∀x'∈
O(x),有G⊃F(x')。

2)称集值映射F 在x 是下半连续的,如果Y 中的任意开集G,G∩F(x)≠∅,存在x 的开邻域O(x),使得

∀x'∈O(x),G∩F(x')≠∅。

3)称集值映射F 在x 是连续的,如果集值映射F 在x 既是上半连续的,也是下半连续的。

4)称集值映射F 在X 是连续的(或上半连续的,或下半连续的),如果∀x∈X,F 在x 是连续的(或上半连

续的,或下半连续的)。

5)称F 在X 上是一个usco映射,如果∀x∈X,F 在x 是上半连续的,且F(x)是非空紧集。
定义2 如果Graph(F)是X×Y 中的闭集,则称集值映射F 是闭的,其中Graph(F)={(x,y)∈X×Y:

y∈F(x)}。
引理1[17] 若X 和Y 是两个Hausdorff拓扑空间,Y 为紧空间,如果集值映射F:X→P0(Y)是闭的当且仅

当F 在X 上是上半连续的,且∀x∈X,F(x)是非空闭集。
引理2[15] 设(X,d)是一个完备度量空间,K(X)是X 中所有非空紧集的集合,则(K(X),h)也是一个完

备度量空间,其中h 是K(X)上的Hausdorff距离。

引理3[15] 1)设{Aα}是K(X)中一网且Aα

h
→A,则∀xα∈Aα,{xα}有一聚点x 属于A;2)设{Aα×Bα}

是K(X)×K(X)中一网,且 Aα

h
→A,Bα

h
→B,则∀(xα,yα)∈Aα×Bα,{(xα,yα)}有一聚点(x,y)属

于A×B。
定理1[17] 设X 和Y 是两个Hausdorff拓扑空间,f:X×Y→R 连续,G:Y→P0(X)连续,且∀y∈Y,G(y)

是非空紧集,则V(y)=max
x∈G(y)

f(x,y)是连续的。

根据文献[2],简化后给出有限理性模型M。具体地,M={Λ,X,F,R},Λ 是参数空间,每个λ∈Λ 表示一

个博弈;X 是行为空间,每个x∈X 表示一个策略;F:Λ×X→P0(X)是可行映射,而由F 诱导出的行为映射

f:Λ→P0(X),其中∀λ∈Λ,f(λ)={x∈X:x∈F(λ,x)};映射f 的图像Graph(f)={(λ,x)∈Λ×X:x∈

f(λ)}。R:Graph(f)→R+是理性函数。R(λ,x)=0对应于完全理性,∀λ∈Λ,∀ε≥0,E(λ,ε)={x∈f(λ):

R(λ,x)≤ε}定义为博弈λ的ε-平衡点集。特别地,E(λ)={x∈f(λ):R(λ,x)=0}定义为博弈λ的平衡点集。
假定(Λ,ρ)是一个完备度量空间,X 是一个紧度量空间,f:Λ→K(X)是上半连续的,R:Graph(f)→R+是

下半连续的,而∀λ∈Λ,E(λ)≠∅。这样E(λ)={x∈f(λ):R(λ,x)≤ε}必是X 中的闭集,从而是紧集。
定义3[3] ∀λ∈Λ,如果∀δ>0,∃ε>0,当ε<ε,ρ(λ,λ')<ε,有h(E(λ',ε),E(λ'))<δ,则称 M 在λ

对ε-平衡是鲁棒的。
定义4[3] 如果平衡映射E:Λ→K(X)在λ∈Λ 是连续的,则称M 在λ是结构稳定的。
现将文献[4]中的主要结果以定理A的形式给出。
定理A 设(Λ,ρ)是完备度量空间,(X,d)是紧度量空间,f 在Λ 上是usco的,即f:Λ→K(X)是上半连续

的且∀λ∈Λ,f(λ)是非空紧集,R:Graph(f)→R+是下半连续的且∀λ∈Λ,E(λ)≠∅,则:1)平衡映射E 在Λ
上是usco的;2)存在Λ 中的一个稠密剩余集Q,使得∀λ∈Q,M 在λ是结构稳定的;3)如果M 在λ∈Λ 是结构

稳定的,则M 在λ∈Λ 对ε-平衡必是鲁棒的,从而∀λ∈Q,M 在λ 对ε-平衡必是鲁棒的;4)∀λ∈Q,λn→λ,

∀εn→0,有h(E(λn,εn),E(λ))→0;5)如果λ∈Λ,而E(λ)是单点集,则M 在λ∈Λ 是结构稳定的,在λ∈Λ 对

ε-平衡也是鲁棒的。

2主要结果

设N={1,…,n}是局中人的集合,∀i∈N,记î=N\{i},Xi 是第i个局中人的策略集,它是度量空间Ei

中的非空紧集,Gi:Xî→P0(Xi)是第i个局中人的可行策略映射,集值映射Gi 连续,且∀xî∈Xî,Gi(xî)是非

空紧集,ui:X=􀰒
n

i=1
Xi→R 是第i个局中人的支付函数,ui 是连续的。
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设Λ 是所有以上博弈λ={u1,…,un;G1,…,Gn}的集合,还满足∃x*=(x*
1 ,…,x

*
n )∈X,使∀i∈N,有

x*
i ∈Gi(x

*
î )且ui(x

*
i ,x

*
î )= max

wi∈Gi(x
*
î )

ui(wi,x
*
î )。这样的x*∈X 称为广义博弈λ∈Λ 的平衡点,记E(λ)是

广义博弈λ的所有平衡点的集合,则E(λ)≠∅。

∀λ1=(u11,…,u1n;G11,…,G1n),λ2=(u21,…,u2n;G21,…,G2n)∈Λ,定义λ1,λ2 之间的距离为:

ρ(λ1,λ2)=supx∈X􀰐
n

i=1
u1i(x)-u2i(x)+􀰐

n

i=1
hi(Graph(G1i),Graph(G2i))。

  注1 此处的ρ不同于文献[3]中使用的度量:

ρ'(λ1,λ2)=supx∈X􀰐
n

i=1
u1i(x)-u2i(x)+ sup

xî∈Xî
􀰐
n

i=1
Hi(G1i(xî),G2i(xî))。

因为hi 是Xî×Xi 上的Hausdorff距离,而 Hi 是Xi 上的Hausdorff距离。
引理4 设N={1,…,n}是局中人的集合,∀i∈N,Xi 是第i个局中人的策略集,它是度量空间Ei 中的非

空紧集,Gi:Xî→P0(Xi)是第i个局中人的可行策略映射,集值映射Gi 连续,且∀xî∈Xî,Gi(xî)是非空紧集。
如果Y 是以上所有y=(G1,…,Gn)的集合,∀y1=(G11,…,G1n),y2=(G21,…,G2n)∈Y,定义d(y1,y2)=

􀰐
n

i=1
hi(Graph(G1i),Graph(G2i)),则(Y,d)是一个完备度量空间。

证明 要证(Y,d)完备,只需证明Y 中任意一个Cauchy列 ym{ },有ym→y,且y∈Y。
设 ym{ }是Y 中任意一个Cauchy列,则∀ε>0,存在正整数N,当m,p>N,有:

d(ym,yp
)=􀰐

n

i=1
hi(Graph(Gmi),Graph(Gpi

))<ε。

  1)首先证明∃y,使得ym→y。
由引理2,存在紧集Si∈K(X),使得Graph(Gmi)→Si。∀i∈N,设Si 在Xî 上的投影为Aî,在Xi 上的投

影为Ai,定义集值映射Gi:Aî→P0(Ai),且Gi(xî)={u∈Ai:(xî,u)∈Si},∀xî∈Aî。

容易得到,Graph(Gi)=Si。另外,∀xî∈Xî,有(xî,z
m)∈Graph(Gmi),即zm∈Gmi(xî)。由于Gmi(xî)是

紧集,不妨设zm→z。由引理3和Graph(Gmi)→Graph(Gi),有(xî,z)∈Graph(Gi),即z∈Gi(xî),从而Gi 在

每一xî 属于Xî 上都有定义。
于是,∀i∈N,Graph(Gmi)→Graph(Gi)。令y=(G1,…,Gn),故ym→y。

2)其次证明y∈Y。
(a)由引理1及Graph(Gi)=Si,Si 为紧集,则Gi 在Xî 上是上半连续且闭值的。又Gi(xî)⊂Xi,Xi 是紧

集,故Gi(xî)必是紧集。
(b)下面证明∀xî∈Xî,Gi 在xî 连续。
由(a)知,Gi 在xî 上半连续,故只需证明Gi 在xî 下半连续即可,即对于Xi 中的任意开集V,Gi(xî)∩V≠∅,

存在xî 的一个开邻域O(xî),使得∀x'î∈O(xî),有Gi(x'î)∩V≠∅。
由于Gi(xî)∩V≠∅,取zi∈Gi(xî)∩V,则zi∈Gi(xî)且zi∈V。因V 是开集,则存在zi 的一个邻域

U(zi,δ),使得U(zi,δ)⊂V。
因(xî,z

i)∈Graph(Gi),且Graph(Gmi)→Graph(Gi)。取zi
m∈Gmi(xî),由引理3,{(xî,z

i
m)}有收敛子列

{(xî,z
i
mk
)},且(xî,z

i
mk
)→(xî,z

i)。对于充分大的k,有zi
mk
∈U(zi,δ),即Gmi(xî)∩V≠∅。

由于Gmi在xî 处下半连续,则存在xî 的一个开邻域O(xî),使得∀x'î∈O(xî),有Gmi(x'î)∩V≠∅。取

ui
m∈Gmi(x'î)∩V,则ui

m∈Gmi(x'î)且ui
m∈V,即(x'î,u

i
m)∈Graph(Gmi)。

同样地,由Graph(Gmi)→Graph(Gi),{(x'î,u
i
m)}存在收敛子列{(x'î,u

i
mk
)},且(x'î,u

i
mk
)→(x'î,u

i),ui∈
Gi(x'î),有Gi(x'î)∩V≠∅。

于是,Gi 在xî是下半连续的。再由xî的任意性,得Gi 在Xî上连续。
综上,由1)、2),完备性得证。 证毕

引理5 (Λ,ρ)是一个完备度量空间。
证明 设 λm{ }是Λ 中的一个Cauchy列,则∀ε>0,存在正整数P,使得∀m,p>P,有:
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d(λm,λp
)=sup

x∈X􀰐
n

i=1
umi(x)-upi

(x)+􀰐
n

i=1
hi(Graph(Gmi),Graph(Gpi

))<ε

易知,∀x∈X,∀i∈N,存在ui(x)且ui 连续,使得lim
p→¥

upi
(x)=ui(x)。由引理4,∀i∈N,存在连续的Gi,使

得hi(Graph(Gpi
),Graph(Gi))→0(p→¥),且∀xî∈Xî,Gi(xî)为非空紧集。

∀m>P,有sup
x∈X􀰐

n

i=1
umi(x)-ui(x)+􀰐

n

i=1
hi(Graph(Gmi),Graph(Gi))<ε。 因λm=(um1,…,umn;Gm1,…,

Gmn)∈Λ,存在xm=(xm
1,…,x

m
n)∈X,使得∀i∈N,xm

i∈Gmi(x
m
î),且umi(x

m
i,x

m
î)= max

wi∈Gmi(x
m
î)
umi(wi,x

m
î)。

因(X,d)是紧集,不妨设xm→x*。因

d(x*,Graph(Gi))≤d(x*,xm)+d(xm,Graph(Gmi))+hi(Graph(Gmi),Graph(Gi))→0,

得到x*∈Graph(Gi),即x*
i ∈Gi(x

*
î )。

∀wi∈Gi(x
*
î ),由Graph(Gmi)→Graph(Gi),存在wmi∈Gmi(x

m
î)。由引理3,不妨设(xm

î,wmi)→(x
*
î ,wi),且

wmi→wi。

注意到umi(wmi,x
m
î)≤umi(x

m
i,x

m
î),由

umi(x
m
i,x

m
î)-ui(x

*
i ,x

*
î )≤ umi(x

m
i,x

m
î)-ui(x

m
i,x

m
î)+ ui(x

m
i,x

m
î)-ui(x

*
i ,x

*
î )→0,

得umi(x
m
i,x

m
î)→ui(x

*
i ,x

*
î )。

由 ui(wmi,x
m
î)-umi(wmi,x

m
î)→0,且ui(wmi,x

m
î)=umi(wmi,x

m
î)+[ui(wmi,x

m
î)-umi(wmi,x

m
î)]。得

ui(wi,x
*
î )=limm→¥

ui(wmi,x
m
î)=limm→¥

umi(wmi,x
m
î)≤limm→¥

umi(x
m
i,x

m
î)=ui(x

*
i ,x

*
î )。

这样,∀i∈N,ui(x
*
i ,x

*
î )= max

wi∈Gi(x
*
î )

ui(wi,x
*
î )。所以,λ=(u1,…,un;G1,…,Gn)∈Λ,(Λ,ρ)是一个完

备度量空间。 证毕

现在考虑模型M={Λ,X,F,R},∀λ∈Λ,∀x∈X,定义可行映射F(λ,x)=G(x)=􀰒
n

i=1
Gi(xî),行为映射

f(λ)={x∈X:x∈F(λ,x)}= {x∈X:x∈G(x)}。另 外,∀λ∈Λ,∀x∈f(λ),定 义 理 性 函 数

R(λ,x)=max
1≤i≤n

[ max
wi∈Gi(xî)

ui(wi,xî)-ui(xi,xî)]。

引理6 集值映射f:Λ→P0(X)是上半连续的,且∀λ∈Λ,f(λ)是非空紧集。
证明 由于X 是紧集,由引理1,只需证Graph(f)是闭的,即∀λm∈Λ,λm→λ,∀xm∈f(λm),xm→x,有

x∈f(λ)成立。

由于xm∈f(λm),则xm∈F(λm,xm)=G(xm)=􀰒
n

i=1
Gi(x

m
î),则∀i∈N,xmi∈Gi(x

m
î)。

另外,xmi∈Xi,x
m
î ∈Xî。∀i=1,…,N,由于 Xi 为紧集,不妨设xmi→xi,x

m
î →xî,由 Gi 连续,知

Gi(x
m
î)→Gi(xî)。又由引理1,Graph(Gi)是闭的,则∀i∈N,xi∈Gi(xî)。于是x∈􀰒

n

i=1
Gi(xî)=G(x),

即x∈f(λ)。 证毕

引理7 R(λ,x)在(λ,x)是连续的。
证明 只需证明∀λm=(um1,…,umn;Gm1,…,Gmn)∈Λ,λm→λ,∀x

m∈X,xm→x,有R(λm,x
m)→R(λ,x)

成立。

∀i∈N,因 umi{ }是一个连续函数序列,umi→ui,ui 是一个连续函数,且有hi(Graph(Gmi),Graph(Gi))→0。

由定理1,有 max
(xm

î
,wi)∈Graph(Gmi)

umi(wi,x
m
î)→ max

(xî,wi)∈Graph(Gi)
ui(wi,xî),即:

max
wi∈Gmi(x

m
î
)
umi(wmi,x

m
î)→ max

wi∈Gi(xî)
ui(wi,xî)。

  在引理5的证明中已有umi(x
m
i,x

m
î)→ui(xi,xî),所以:

max
1≤i≤n

[ max
wi∈Gmi(x

m
î
)
umi(wi,x

m
î)-umi(x

m
i,x

m
î)]→ max1≤i≤n

[max
wi∈Gi(xî)

ui(wi,xî)-ui(xi,xî)],

即R(λm,x
m)→R(λ,x),R 是连续的。 证毕

容易验证,∀λ∈Λ,∀x∈f(λ),R(λ,x)≥0,且R(λ,x)=0当且仅当x∈E(λ)。
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下面给出本文的主要结果。

定理2 对模型M={Λ,X,F,R},定理A成立。

证明 由引理5~7,(Λ,ρ)是完备度量空间且X 是紧集,集值映射f 在Λ 上是一个usco映射,R 连续且

∀λ∈Λ,E(λ)≠∅。因此,对于模型M,定理A成立。 证毕

3结论

本文在有限理性的框架下讨论了广义博弈模型。在Baire分类的意义下,对大多数的参数值λ∈Λ,M 在λ
是结构稳定的,对ε-平衡也是鲁棒的。与以往结果不同的是,定理2给出了图像拓扑意义下Nash平衡点的稳定

性结果。对于集值映射,图像拓扑较一致度量产生的拓扑弱,因此所得结果以原有一致度量意义下的相应结果

为特例。

广义博弈(又称抽象经济)在一般均衡存在性的证明中发挥了重要作用。Arrow和Debreu正是利用广义

博弈Nash平衡点的存在性,证明了数理经济学中的一般均衡的存在性定理,他们也因此分别获得了1972年

和1983年诺贝尔经济学奖。需要指出的是,在有限理性下研究广义博弈平衡点的稳定性具有重要的现实

意义。
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BoundedRationalityandStabilityofSolutionsforGeneralized
GamesunderGraphTopology
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(1.SchoolofMathematicsandStatistics,GuizhouUniversity,Guiyang550025,

2.SchoolofMatheticsandStatistics,GuiahouUniversityofFinanceandEconomics,Guiyang550025,China)

Abstract:[Purposes]Thegraphtopologyofset-valuedmappingsisweakerthanthetopologyproducedbyuniform metric;itisof

greattheoreticalsignificancetostudythestabilityofsolutionsundergraphtopology.[Methods]A metricisdefinedbyusingthe

Hausdorffdistanceofgraphsoffeasiblestrategymappingsundertheframeworkofboundedrationality,andconceptsoffeasible

mapping,behaviormappingandrationalfunctionaredefinedrespectively.[Findings]Thenthecompletenessofparameterspaceand

thegenericstabilityofsolutionsforgeneralizedgamesunderboundedrationalityareobtained.[Conclusions]Underthisweakgraph

topology,itisproventhatthemostofgeneralizedgames(inthesenseofBaire)arestructurallystableandrobusttoε-equilibrium.

Keywords:boundedrationality;generalizedgames;graphtopology;structurallystable;robustness
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