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关于凸集的平均曲率积分的不等式(Ⅱ)
*
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摘要:【目的】主要研究Rn 中凸集的各阶平均曲率积分的不等式关系。【方法】运用平均曲率积分和初等对称函数的性质,

并在此基础上利用Cauchy公式。【结果】获得了新的关于平均曲率积分的不等式,并得到了几个凸集均质积分的不等式。

【结论】丰富了积分几何中平均曲率积分不等式的研究及应用。
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1预备知识

平均曲率积分是表征曲面整体性质的一个重要外在概念,在积分几何以及微分几何中非常重要。它与凸体

的均质积分(即Cauchy公式)、表面积、体积、球面象的映射度、Euler-Poincare示性数等有着密切联系[1-2],是研

究凸体理论的重要工具。另一方面,关于凸集的平均曲率积分的不等式目前还知之甚少。众所周知,几何不等

式分为内在型几何不等式(关于弧长、面积、体积和Gauss曲率等内在不变量的不等式或积分不等式)和外在型

几何不等式(如平均曲率积分等外在不变量的不等式或积分不等式)。经过数学家不懈努力目前发现的主要是

内在型不等式,如等周不等式、Minkowski不等式等。因此,对凸集的平均曲率积分的研究将极大丰富几何不等

式和积分几何理论及运用。
设Σ 表示n 维欧氏空间Rn 中C2 类的超曲面,k1,k2,…,kn-1 表示的n-1个主曲率,记

k={(k1,k2,…,kn-1)|ki ≻0,i=1,2,…,n-1},
则称

Er(k)=Er(k1,k2,…,kn-1)= 
1≤i1≤

…≤ir≤n-1
∏
r

j=1
ki

j
,r=1,2,…,n-1

为关于主曲率k1,k2,…,kn-1的r阶初等对称函数。另外,补充规定E0(k)=1。
超曲面Σ 的第r阶平均曲率积分可以用初等对称函数定义为[1-2]:

Mr Σ( ) =
n-1
r

æ

è
ç

ö

ø
÷
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∫Σ
Er(k)dσ,r=1,…,n-1。 (1)

其中,dσ表示Σ 的面积元。补充定义M0 Σ( ) =F(即Σ 的面积)。
设K 为Rn 中的点集,若对于任意的x,y∈K,都有λx+(1-λ)y∈K(0≤λ≤1),则K 为凸集。记K 为Rn

中的点集。具有非空内点的紧凸集称为凸体。若Σ 为凸体K 的曲面,则经典 的 Minkowski不等式为:

M2
i Σ( ) ≥Mi-1 Σ( )Mi+1 Σ( ) ,

等号成立当且仅当Σ为标准球 面。若∂K 为凸集K 的C2 类超曲面,则著名的Cauchy公式表明了平均曲率积分

和均值积分之间的联系[1-2]:

Mj(∂K)=nWj+1(K),j=0,1,…,n-1。
值得注意的是:Wj 对任何凸集K 都有定义,而Mj 则要求∂K∈C2。
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近些年来,关于平均曲率积分的研究如火如荼地进行。Santalo在文献[2-3]中详细讨论了凸体K 的外平行

体Kρ 在n-r(1≤r≤n-1)维平面的正交投影体的平均曲率积分的平均值;Zhao等人[4]获得了凸体与它任意

n-r维投影体之间的均值积分关系,推广了Kubota的结论;周家足等人在文献[5]中研究Rn 中外平行体的平坦

凸体的各阶平均曲率积分,并得到了r(0≤r≤n)阶平均曲率积分的具体表达式;曾春娜等人以文献[5]的工作为

基础,获得了凸体K 在n-r维平面的正交投影体,分别往两个子空间Ln-r和Rn 做外平行体的各阶平均曲率积

分的表达式,推广了Santalo和Zhou的结果[6]。此外,曾春娜等人在文献[7]中利用平均曲率积分的定义,研究

各阶平均曲率积分之间的不等式关系,是本文的前期工作。更多关于凸体平均曲率积分的结果可以参见文献

[8-12]。
本文在前人以及文献[7]的基础上继续研究凸集的平均曲率积分之间的不等式关系。主要运用平均曲率积

分的定义和初等对称函数的性质,获得新的关于平均曲率积分的不等式。由著名的Cauchy不等式,还建立了对

偶的凸体均质积分的不等式。这种从定义出发研究平均曲率积分间的不等式在积分几何中是最本质的也是较

困难的。

2主要结果及证明

定理1 设K∈ n,∂K∈C2,若k1+k2+…+kn-1≤1 即 Hn-1≤
1
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M0(∂K)-(n-1)2M1(∂K)+…+(-1)n-1(n-1)n-1Mn-1(∂K)≥ (n-2)n-1Mn-1(∂K)。 (2)

  证明 由初等对称函数不等式的性质,当k1+k2+…+kn-1≤1时,有[13]

E0(k1,…,kn-1)-(n-1)E1(k1,…,kn-1)+…+(-1)n-1(n-1)n-1En-1(k1,…,kn-1)≥
(n-2)n-1En-1(k1,…,kn-1) (3)

成立。对(3)式在∂K 上取积分,得到:

∫∂K
dσ-(n-1)∫∂K

E1(k1,…,kn-1)dσ+…+(-1)n-1(n-1)n-1∫∂K
En-1(k1,…,kn-1)dσ≥

(n-2)n-1∫∂K
En-1(k1,…,kn-1)dσ。

  把Mr Σ( ) =
n-1
r
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Er(k)dσ,r=1,…,n-1代入上式,故(2)式成立。 证毕

定理2 设K∈ n,∂K∈C2,若k1+k2+…+kn-1=1 即 Hn-1=
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为了证明定理2,首先引入下面两个引理。

引理1 设K∈ n,∂K∈C2,若k1+k2+…+kn-1=1 即 Hn-1=
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  证明 由初等对称函数的性质,当k1+k2+…+kn-1=1时,有:
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成立[14],对(6)式在∂K 上取积分,得到:
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故(5)式成立。 证毕
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引理2 设K∈
n
,∂K∈C2,若k1+k2+…+kn-1=1 即 Hn-1=

1
n-1

æ

è
ç

ö

ø
÷,则:

n-j-1
r-j

æ

è
ç

ö

ø
÷
n-1

j

æ

è
ç

ö

ø
÷Mj(∂K)-

n-1

j+1
æ

è
ç

ö

ø
÷
n-j-2
r-j-1
æ

è
ç

ö

ø
÷ Mj+1(∂K)≥ (n-1)(r-j)

n-1
r

æ

è
ç

ö

ø
÷
r

j

æ

è
ç

ö

ø
÷Mr(∂K)-

nr-j-1
n-1
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

r

j+1
æ

è
ç

ö

ø
÷ Mr(∂K), (7)

其中,0≤j≤j+1≤r≤n-1。
证明 由初等对称函数的性质,当k1+k2+…+kn-1=1时,有:
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成立[14],其中,0≤j≤j+1≤r≤n-1,对(8)式在∂K 上取积分并利用(1)式,故引理2成立。 证毕

证明(定理2) 由(6)式和(8)式,可以推出

1-E1(k1,…,kn-1)+E2(k1,…,kn-1)+…+(-1)n-1En-1(k1,…,kn-1)≥ (n-2)(n-1)En-1(k1,…,kn-1)

成立[14]。上式在∂K 上取积分并利用(1)式,故定理2成立。 证毕

定理3 设K∈
n
,∂K∈C2,若0≤ki≤

1
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,k1+k2+…+kn-1≥1,则

Mn-1(∂K)≥M0(∂K)-(n-2)
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  证明 由对称函数不等式的性质,当0≤ki≤
1

n-2
,k1+k2+…+kn-1≥1时,不等式

En-1(k1,…,kn-1)≥E0(k1,…,kn-1)-
(n-2)E1(k1,…,kn-1)+…+(-1)n-1(n-2)n-1En-1(k1,…,kn-1) (10)

成立[12]。对(10)式在Σ 上取积分,则
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将(1)式代入上式,故(9)式成立。 证毕

由Cauchy公式和定理1,得到

定理4 设K∈
n
,∂K∈C2,若k1+k2+…+kn-1≤1,则

W1(K)-(n-1)2W2(K)+…+(-1)n-1(n-1)n-1Wn(K)≥ (n-2)n-1Wn(K)。 (11)

由Cauchy公式和定理2,得到定理5。

定理5 设K∈
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由Cauchy公式和定理3,得到定理6。

定理6 设K∈
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SomeInequalitiesonMeanCurvatureIntegralofConvexSets(Ⅱ)

ZENGChunna,BAIShikun
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]ThemeancurvatureintegralofconvexsetsinRnisinvestigated.[Methods]Itmainlyusesthepropertiesof
meancurvatureintegrals,elementarysymmetricfunctions,andtheCauchyformula.[Findings]Somenewinequalitiesforthemean
curvatureintegralandsomeinequalitiesonthequermassintegralofconvexsetsareobtained.[Conclusions]Thisenrichesthestudy
andapplicationsoftheinequalitiesformeancurvatureintegralinintegralgeometry.
Keywords:convexset;meancurvatureintegral;quermassintegral;symmetricfunction
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