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关于两族拟Lipschitz映像的非凸混杂算法
*
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摘要:【目的】研究两族渐近拟Lipschitz映像的公共不动点的迭代方法以及强收敛性的证明。【方法】利用构造凸闭集的

方法和投影算子的定义和性质等技巧。【结果】首先,在 Hilbert空间中,构造出一种新的关于两族渐近拟Lipschitz映像

的公共不动点的非凸混杂投影算法,其次,利用构造凸闭集的方法证明了该算法的强收敛性。【结论】所得结论是最新文

献相关结论之推广。
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混杂投影算法能够强收敛到非线性算子的不动点,此问题的研究可参考文献[1-7]。2015年,文献[5]在

Hilbert空间的框架下,设计出了几种修正的混杂投影算法,并证明了这些算法生成的迭代序列能强收敛到有限

个拟渐近伪压缩映像之公共不动点。基于文献[5]的思想,文献[6]在没有有界性限制[5]下,提出了一族渐近拟

Lipschitz映像的非凸混杂投影算法,推广了文献[5]中的主要结果。受到以上文献的启示,本文将在文献[6]的
基础上,设计出一种新的关于两族渐近拟Lipschitz映像的非凸混杂投影算法,并去掉了文献[6]算法中的“Qn”,
而且证明了该迭代算法的强收敛性,本文的主要结果是对文献[5-6]的相关结果的推广和改进。

1预备知识

设 H 是一个实Hilbert空间,<··,>与‖·‖分别表示 H 中的内积和范数符号,C 是H 中非空闭凸子集。

设T:C➝C 代表C 到C 的映像,用F(T)代表T 之不动点集合,也就是F(T)={x∈C:Tx=x}。
定义1[6] 称映像T:C➝C 为拟Lipschitz的,若F(T)≠⌀,且存在常数L 满足1≤L<+∞,使得

‖Tx-p‖ ≤L‖x-p‖,∀x∈C,∀p∈F(T),
这时也称T 为拟L-Lipschitz映像。

定义2[6] 设{Tn}:C➝C 为一族拟Ln-Lipschitz映像,如果lim
n➝∞

Ln=1,则称{Tn}是渐近的。

定义3[6] 称映像T:C➝C 为闭的,如果xn➝x,且‖Txn-xn‖➝0(n➝∞),使得Tx=x。

定义4[6] 称映像{Tn}:C➝C 为一致闭的,若F=∩
∞

n=1
F(Tn)≠⌀如果xn➝x,且‖Tnxn-xn‖➝0,使

得x∈F。
引理1[6] 设 H 为实Hilbert空间,C 是H 中非空闭凸子集,Tn:C➝C 是一致闭的渐近拟Ln-Lipschitz

映像族,则F=∩
∞

n=1
F(Tn)是C 中闭凸子集。

引理2[2] 设 H 是实Hilbert空间,C 是H 中非空闭凸子集,对任意的x∈H,z∈C,则z=PCx 当且仅当

<x-z,y-z>≤0,∀y∈C。这里PC
表示H 到C 上的距离投影,PCx∈C,满足‖x-PCx‖=min{‖x-y‖:

y∈C}。
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2主要结果

定理1 设C 为Hilbert空间 H 之非空凸闭子集,T'n:C➝C 为一致闭的渐近拟-L'n-Lipschitz映像族,T″n:

C➝C 为一致闭的渐近拟-L″n-Lipschitz映像族,使得F=F1∩F2=∩
∞

n=1
F(F'n)∩

∞

n=1
F(T″n)≠⌀,假设αn,βn∈(a,

1],其中α∈(0,1),序列{xn}生成如下:

x0 ∈H,

C1=C,x1=PC1x0,

yn =(1-αn)xn +αnT'nxn,

zn =(1-βn)xn +βnT″nyn,

Cn+1={z∈coCn:‖zn -z‖ ≤ (1-βn)‖xn -z‖+βnL″n‖yn -z‖ ≤
(1+(L″n(1+(L'n -1)αn)-1)βn)‖xn -z‖}∩A,

xn+1=PcoCn+1x0,n≥1。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(1)

其中,coCn 表示Cn 的凸闭包,∀n≥1,A={z∈H:‖z-PFx0‖≤1},则{xn}强收敛到PFx0。
证明 分6步完成定理的证明。
第1步 证明F∩A⊂coCn,∀n≥1。事实上,对于∀p∈F∩A,则p∈F1 且p∈F2 于是

‖zn -p‖=‖(1-βn)xn +βnT″nyn -p ‖=‖(1-βn)(xn -p)+βn(T″nyn -p)‖ ≤
(1-βn)‖xn -p‖+βnL″n‖yn -p‖=(1-βn)‖xn -p‖+βnL″n ‖(1-αn)xn +αnT'nxn -p ‖=

(1-βn)‖xn -p‖+βnL″n ‖(1-αn)(xn -p)+αn(T'nxn -p)‖ ≤
(1-βn)‖xn -p‖+βnL″n(1+(L'n -1)αn)‖xn -p‖=(1+(L″n(1+(L'n -1)αn)-1)βn)‖xn -p‖。
而p∈A,于是p∈Cn+1,于是F∩A⊂Cn+1,∀n≥0。因此F∩A⊂coCn,∀n≥1,那么coCn 非空,∀n≥1。显

然coCn 为凸闭集,∀n≥1。
第2步 证明lim

n→¥
xn=q∈C。由xn=PcoCnx0 可得‖xn-x0‖≤‖z-x0‖,∀z∈coCn。令z0=PFx0,则

z0∈F∩A⊂coCn。于是

‖xn -x0‖ ≤ ‖z0-x0‖, (2)
又由xn+1=PcoCn+1x0,coCn+1⊂coCn,∀n≥1,可得

‖xn+1-x0‖ ≥ ‖xn -x0‖。 (3)

  结合(2)式和(3)式可得lim
n➝∞
‖xn-x0‖存在。再由于xn+m=PcoCn+mx0,coCn+m⊂coCn 那么<xn-xn+m,

xn-x0>≤0,∀m,n∈N。于是

‖xn+m -xn‖2=‖(xn+m -x0)-(xn -x0)‖2=‖xn+m -x0‖2+‖xn -x0‖2-2<xn+m -x0,xn -x0>=
‖xn+m -x0‖2+‖xn -x0‖2-2<xn+m -xn +xn -x0,xn -x0>=

‖xn+m -x0‖2-‖xn -x0‖2-2<xn+m -xn,xn -x0>≤
‖xn+m -x0‖2-‖xn -x0‖2 →0(n→ ¥),∀m ≥1。

所以{xn}是C 中的柯西列,于是lim
n→¥

xn=q∈C。

第3步 证明yn→q(n→¥)。令Dn+1= z∈C:‖yn-z‖2≤‖xn-z‖2+4(L'n-1)(L'n+1){ },由Dn+1

的定义可得

Dn+1= z∈C:<yn -z,yn -z>≤ <xn -z,xn -z>+4(L'n -1)(L'n +1){ }=
z∈C:‖yn‖2-2<yn,z>+‖z‖2 ≤ ‖xn‖2-2<xn,z>+‖z‖2+4(L'n -1)(L'n +1){ }=

z∈C:2<xn -yn,z>≤ ‖xn‖2-‖yn‖2+4(L'n -1)(L'n +1){ }。
易得Dn+1是闭凸集,∀n≥0。下证Cn+1⊂Dn+1,∀n≥0。

事实上,∀z∈Cn+1有(1-βn)‖xn-z‖+βnL″n‖yn-z‖≤(1+(L″n(1+(L'n-1)αn)-1)βn)‖xn-z‖,
那么‖yn-z‖2≤(1+(L'n-1)αn)2‖xn-z‖2≤‖xn-z‖2+(L'n-1)(L'n+1)‖xn-z‖2。从Cn+1的构造

可得Cn+1⊂A,∀n≥0,则z∈A。因为A 为凸集,所以coCn+1⊂A,∀n≥0,注意到xn∈coCn,则xn∈A,于是
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‖yn-z‖2≤‖xn-z‖2+(L'n-1)(L'n+1)‖xn-z‖2≤‖xn-z‖2+4(L'n-1)(L'n+1), (4)
所以z∈Dn+1,于是Cn+1⊂Dn+1,∀n≥0。由于Dn+1是凸集,所以coCn+1⊂Dn+1,∀n≥0,因此xn+1∈coCn+1⊂
Dn+1,于是

‖yn -xn+1‖2 ≤ ‖xn -xn+1‖2+4(L'n -1)(L'n +1)➝0(n➝∞), (5)
因此yn→q(n→¥)。

第4步 证明zn→q(n→¥)。令D'n+1={z∈C:‖zn-z‖2≤‖xn-z‖2+4(L″nL'n-1)(L″nL'n+1)},由
D'n+1的定义可得

D'n+1={z∈C:<zn -z,zn -z>≤ <xn -z,xn -z>+4(L″nL'n -1)(L″nL'n +1)}=
{z∈C:‖zn‖2-2<zn,z>+‖z‖2 ≤ ‖xn‖2-2<xn,z>+‖z‖2+4(L″nL'n -1)(L″nL'n +1)}=

{z∈C:2<xn -zn,z>≤ ‖xn‖2-‖zn‖2+4(L″nL'n -1)(L″nL'n +1)}。
易得D'n+1是闭凸集,∀n≥0。下面证明Cn+1⊂D'n+1,∀n≥0。

事实上,∀z∈Cn+1,有

‖zn -z‖2 ≤ (1+(L″n(1+(L'n -1)αn)-1)βn)2‖xn -z‖2 ≤ (1+(L″n(1+(L'n -1))-1))2‖xn -z‖2=
(1+(L″nL'n -1))2‖xn -z‖2=‖xn -z‖2+[2(L″nL'n -1)+(L″nL'n -1)2]‖xn -z‖2=

‖xn -z‖2+(L″nL'n -1)(L″nL'n +1)‖xn -z‖2。
类似于(4)式的证明可得‖zn-z‖2≤‖xn-z‖2+4(L″nL'n-1)(L″nL'n+1)。类似于(5)式的证明可得

‖zn -xn+1‖2 ≤ ‖xn -xn+1‖2+4(L″nL'n -1)(L″nL'n +1)➝0(n➝∞),
因此zn→q(n→¥)。

第5步 证明q∈F。由yn 的定义可得αn‖T'nxn-xn‖=‖yn-xn‖,由于αn∈(a,1]⊂[0,1],对上式

两边取极限可得lim
n➝∞
‖T'nxn-xn‖=0,因为{T'n}是一致闭的,且xn➝q,所以T'nq=q,即q∈F1。

另一方面,由(1)式中zn 的定义可得zn-yn=(1-β)(xn-yn)+βn(T″nyn-yn),于是

(zn -yn)-(1-βn)(xn -yn)=βn(T″nyn -yn),
从而βn‖T″nyn-yn‖≤‖zn-yn‖(1-βn)‖xn-yn‖。由于βn∈(a,1]⊂[0,1],对上式两边取极限可得lim

n→∞

‖T″nyn-yn‖=0,因为{T″n}是一致闭的,且x➝q,所以T″nq=q,即q∈F2,所以q∈F1∩F2=F。
第6步 证明q=z0=PFx0。反证法,假设q≠z0,则‖x0-q‖>‖x0-z0‖,那么存在正整数 M,当n>

M 时,有‖x0-xn‖>‖x0-z0‖,因为xn=PcoCnx0 所以z0∈coCn。由第1步知F∩A⊂coCn,∀n≥1,且

z0∈F,那么z0∈A 这与A 的定义矛盾,所以q=z0=PFx0。 证毕

注1 1)定理1把文献[6]中的定理2.5从一族拟Lipschitz映像推广到两族拟Lipschitz映像上;2)定理1
中的算法比文献[6]中的定理2.5中的算法简单,也就是去掉了集合“Qn”。

在 (1)式中,如果取αn=0,则可得推论1。
推论1 设C 为Hilbert空间 H 之非空凸闭子集,Tn:C➝C 为一致闭的渐近拟-Ln-Lipschitz映像族,使得

F=∩
∞

n=1
F(Tn)≠⌀,假设βn∈(a,1],其中α∈(0,1),序列{xn}生成如下:

x0 ∈H,

C1=C,x1=PC1
x0,

zn =(1-βn)xn +βnTnxn,

Cn+1={z∈coCn:‖zn -z‖ ≤ (1+(Ln -1)βn)‖xn -z‖}∩A,

xn+1=PcoCn+1x0,n≥1。

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

其中,coCn 表示Cn 的凸闭包,∀n≥1,A={z∈H:‖z-PFx0‖≤1}则{xn}强收敛到PFx0。
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Non-convexHybridAlgorithmforTwoFamiliesofQuasi-LipschitzMappings

GAOXinghui,SONGXinxin,WANGJing,LIUSixuan,XUYi,LIUTing
(CollegeofMathematicsandComputerScience,Yan’anUniversity,Yan’anShaanxi716000,China)

Abstract:[Purposes]Thepurposeistostudyitarativemethodsandproofsofstrongconvergenceofcommonfixedpointsfortwo
familiesofasymptoticallyquasi-LipschitzmappingsinHilbertspaces.Thestrongconvergenceoftheproposedalgorithmisprovedby
themethodofconstructingconcexandclosedsets.Theresultspresentedhereimproveandextendthecorrespondingonesannounced
bymanyothers.[Methods]Themethodofconstructingconcexandclosedsetsandthedefinitionandpropertiesofprojectiveoperator
areused.[Findings]First,akindofnewnon-convexhybridalgorithmsofcommonfixedpointsisestablishedfortwofamiliesof
asymptoticallyquasi-LipschitzmappingsinHilbertspaces.Second,thestrongconvergenceoftheproposedalgorithmisprovedby
themethodofconstructingconcexandclosedsets.[Conclusions]Theresultspresentedhereimproveandextendthecorresponding
onesannouncedbymanyothers.
Keywords:quasi-Lipschitzmappings;non-convexhybridalgorithm;strongconvergence
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