
2017年11月 重庆师范大学学报(自然科学版) Nov.2017
第34卷 第6期 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) Vol.34 No.6

DOI:10.11721/cqnuj20170606

一类可解李代数的自同构群和Centroid代数
*
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摘要:【目的】研究一类特殊的可解李代数的结构,此李代数以 Filiform 李代数为幂零根基。【方法】确定了以 m 维

Filiform李代数为幂零根基的m+1维可解李代数的自同构群同构于一有限阶矩阵乘法群。【结果】给出了此李代数的

Centroid代数的矩阵表示。【结论】此可解李代数的Centroid代数是一个m+3维可解李代数。
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任一李代数都有一个可解根基与幂零根基。所谓半单李代数是可解根基为零的李代数
[1],在复数域上的半

单李代数已经得到了较完善的结构理论。可解李代数与幂零李代数是李代数结构理论研究中的重要对象
[2-6]。

Filiform李代数是一类特殊的幂零李代数,在李代数的分类上起重要作用
[7-9]。

设m 维幂零李代数N,如果N 具有性质dimNi=m-i-2,则称N 是一个Filiform李代数。记N 是m 维

Filiform李代数,且满足在一组基{e1,e2,…,em}下的乘法表为[e1,ei]=ei-1,3≤i≤m。在文献[10]中,论证了

以m 维Filiform李代数N 为幂零根基的m+k(k>0)维的可解李代数,则k=1或k=2。当k=1时,在同构的

意义下,该可解李代数有且仅有如下一类:
[e1,ei]=ei-1

,[ej
,em]=ej-2

,[em+1
,e1]=e1,[em+1

,el]=(m-l+2)ek, (1)
其中3≤i≤m,4≤j≤m-1,2≤l≤m,{e1,e2,…,em,em+1}是L 的一组基。

本文将用矩阵代数刻画以m 维Filiform李代数N 为幂零根基的m+1维可解李代数L 的结构:其自同构

和Centroid代数。

1自同构群

定义1
[1] 设L 是复数域C上的李代数,如果存在可逆线性变换φ:L→L 满足φ[x,y]=[φ(x),φ(y)],

∀x,y∈L,则称此可逆线性变换φ 是李代数L 的自同构映射。L 的所有自同构映射构成的集合关于映射的复

合构成一个群,称为李代数L 的自同构群,记作AutL。

令李代数L的基为{e1,e2,…,em,em+1
},φ是李代数L上的线性变换,可设φ(ei)=􀰐

m+1

l=1
aliel(1≤i≤m+1)。

定理1 设L 是m+1维的以N 为幂零根基的可解李代数,L 在基{e1,e2,…,em,em+1}下乘法表为(1)式,
则L 的任一自同构在此基下的矩阵为:
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其中:

am-3,m-1=a11am-2,m +am-1,1a
2
11=

1
2a

3
11(a

2
1,m+1+am,m+1

),

am-3,m =-
1
3
1
2a

3
1,m+1a

2
11+am-1,m+1a

2
11+am,m+1a1,m+1a

2
11

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

am-4,m =-
1
4
(a1,m+1am-3,m +am-2,m+1amm -am,m+1am-2,m

),

am-5,m =-
1
5
(a1,m+1am-4,m +am-3,m+1amm -am,m+1am-3,m

),

a2m =-
1

m-2
(a1,m+1a3m +a4,m+1amm -am,m+1a4m),

a21=-
1

m-1
(a1,m+1a31-a3,m+1a11-am,m+1a41),

am-3,1=-
1
4
(a1,m+1am-2,1-am-2,m+1a11-am,m+1am-1,1

),

am-2,1=-
1
3
(a1,m+1am-1,1-am-1,m+1a11)。

如当m=4时,L 的任一自同构在基{e1,e2,e3,e4,e5}下的矩阵为:
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当m=5时,L 的任一自同构在基{e1,e2,e3,e4,e5,e6}下的矩阵为:
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  证明 设φ 是李代数L 上的自同构映射,设φ(ei)=􀰐
m+1

l=1
aliel(1≤i≤m+1),由乘法表(1)式,计算如下:

1)对任意3≤i≤m,[e1,ei]=ei-1
,将φ作用于两边得[φ(e1),φ(ei)]=φ(ei-1

),即
é

ë
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ê􀰐

m+1

l=1
al1el,􀰐

m+1

l=1
aliel
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ú =

􀰐
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l=1
al,i-1el,又有:
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􀰐
m

j=3
aj1a1iej-1-􀰐

m-1

j=4
am1ajiej-2-a11am+1,ie1+􀰐

m

k=2
am+1,1aki(m-k+2)ek -􀰐

m

k=2
ak1am+1,i

(m-k+2)ek,

得a1,i-1 =0,a2,i-1 =a11a3i +a41ami,a3,i-1 =a11a4i +a51ami,…,am-3,i-1 =a11am-2,i +am-1,1ami,am-2,i-1 =

a11am-1,i
,am-1,i-1=0,am,i-1=0,am+1,i-1=0。

2)4≤j≤m-1,[ej
,em]=ej-2

,将φ作用两边得[φej
,φem]=φej-2

,即
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又有:

é

ë

ê
ê􀰐

m+1

l=1
aljel,􀰐

m+1

l=1
almel

ù

û

ú
ú =a1j􀰐

m

i=3
aimei-1-􀰐

m

i=3
aija1mei-1+􀰐

m-1

k=4
akjammek-2-􀰐

m-1

k=4
amjakmek-2+

am+1,ja1me1-a1jam+1,me1+􀰐
m

k=2
am+1,jakm(m-k+2)ek -􀰐

m

k=2
akjam+1,m

(m-k+2)ek,

得a1,j-2=0,a2,j-2=a4jamm,…,am-3,j-2=0(4≤j≤m-2),am-3,m-3=a5
11,am-2,j-2=0,am-1,j-2=0,am,j-2=0,

am+1,j-2=0。

3)[em+1,e1]=e1,将φ 作用于两边得[φem+1,φe1]=φe1,即
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m
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得am+1,m+1=1,a21=-
1

m-1
(a1,m+1a31-a3,m+1a11-am,m+1a41),…,am-3,1=-

1
4
(a1,m+1am-2,1-am-2,m+1a11-

am,m+1am-1,1
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1
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1
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4)2≤k≤m,[em+1
,ek]=(m-k+2)ek,将φ作用两边得[φem+1

,φek]=(m-k+2)φek,即
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j=4
aj,m+1amkej-2-􀰐

m-1

j=4
am,m+1ajkej-2+

am+1,m+1a1ke1-a1,m+1am+1,ke1+􀰐
m

j=2
am+1,m+1ajk

(m-j+2)ej -􀰐
m

j=2
aj,m+1am+1,k

(m-j+2)ej
,

得:

a1k =0,(m-k+2)a2k =a1,m+1a3k +a4,m+1amk -am,m+1a4k +ma2k,…,am-3,m-2=-a1,m+1a
4
11,

am-3,k =0(k<m-3),am-3,m-1=-
1
2
(a1,m+1am-2,m-1-am,m+1am-1,m-1+5am-3,m

),

am-3,m =-
1
3
(a1,m+1am-2,m +am-1,m+1amm -am,m+1am-1,m +5am-3,m

),am-2,m-1=-a1,m+1a
3
11,

am-2,m =
1
2a

2
1,m+1a

2
11,am-1,k =0(2≤k≤m-2),am-1,m-1≠0,am-1,m = -a1,m+1amm,amk =0,(m≠k),am+1,k =0。

整理得定理1的矩阵。 证毕

推论1 m+1维的以N 为幂零根基的可解李代数L 的自同构群AutL 同构于一有限阶的矩阵乘法群。
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2Centroid代数

定义2
[7] 设L 是复数域C上的李代数,若线性变换σ∈End(L)且σ([x,y])=[x,σ(y)],∀x,y∈L,则

称变换σ是L 的Centroid。L 上的所有Centroid的集合记作Cent(L)。

定理2 设L 是m+1维的以N 为幂零根基的可解李代数,L 在基{e1,e2,…,em,em+1}下乘法表为(1),则

L 的任一Centroid代数σ(即σ([x,y])=[x,σ(y)],∀x,y∈L)在此基下的矩阵为
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  证明 设σ是李代数L 上的线性变换,设σ(ei)=􀰐
m+1

l=1
aliel(1≤i≤m+1),由乘法表(1),计算如下。

1)[e1,ei]=ei-1
,将σ作用两边得σ[e1,ei]=σei-1

,可得[e1,σei]=σei-1=􀰐
m+1

j=1
aj,i-1ej

,即[e1,σei]=
é

ë

ê
ê
e1,

􀰐
m+1

j=1
ajiej
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ú
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m

j=3
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由此可得a1,i-1=-am+1,i,a2,i-1=a3i,a3,i-1=a4i,…,am-2,i-1=am-1,i,am-1,i-1=ami,am,i-1=0。

2)[ej
,em]=ej-2

,4≤j ≤m -1。将σ 作用两边得σ[ej
,em]=σej-2

,σej-2 =􀰐
m+1

k=1
ak,j-2ek,σ[ej

,em]=

[ej
,σ(em)]=

é

ë

ê
ê
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,􀰐

m+1

k=1
akmek

ù

û

ú
ú =-a1mej-1+ammej-2-(m-j+2)am+1,mej

。

于是当j=4时,amm=a22,-a1m=a32,-(m-2)am+1,m=a42。当j=5时,amm=a33,-a1m=a43,-(m-

3)am+1,m=a52。

……

当j=m-1时,amm=am-3,m-3,-a1m=am-2,m-3,-3am+1,m=am-1,j-2
。

3)[em+1,e1]=e1,将σ作用于两边得σ[em+1,e1]=σe1,即

σe1=􀰐
m+1

k=1
ak1ek,[em+1

,σe1]=[em+1
,σe1]=

é

ë

ê
ê
em+1

,􀰐
m+1
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ù

û

ú
ú =a11e1+ma21e2+(m-1)a31e3+…+2am1em,

得a11=a11,a21=ma21,a31=(m-1)a31,…,am1=2am1,am+1,1=0,从而a21=0,a31=0,…,am1=0,am+1,1=0。

4)[em+1,ek]=(m-k+2)ek,2≤k≤m,将σ作用两边得:

σ[em+1
,ek]=(m-k+2)σek,[em+1

,σek]=(m-k+2)σek =(m-k+2)􀰐
m+1

j=1
ajkej

,

é
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ê
ê
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,􀰐
m+1
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ú
ú =a1ke1+ma2ke2+(m-1)a3ke3+…+2amkem。

  从而有:

(m-k+2)a1k =a1k,(m-k+2)a2k =ma2k,
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(m-k+2)a3k =(m-1)a3k,…,(m-k+2)amk =2amk,am+1,k =0,

即ajk=0(2≤j≤m,j≠k),am+1,k=0。 证毕

引理
[5] 设L 是复数域C上的李代数,则L 上的所有Centroid的集合Cent(L)是一个李代数。

推论 m+1维的以N 为幂零根基的可解李代数L 的Cent(L)是一个m+3维的可解李代数。
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