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Dirichlet空间上Hankel算子的紧性
*

孙 志 玲

(内蒙古民族大学 数学学院,内蒙古 通辽028000)

摘要:【目的】讨论高维Dirichlet空间上的3种 Hankel算子的紧性。【方法】利用Bergman空间和Dirichlet空间之间的

Toeplitz算子之间的关系进行讨论。【结果】证明了大 Hankel和小 Hankel算子的紧性,在此基础上也得出了 Little

Hankel算子的紧性。【结论】Dirichlet空间算子的性质与Bergman空间密切相关。
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1预备知识

在Bergman空间上得到了丰富的紧 Toeplitz算子和 Hankel算子的一些相关性质,而 Dirichlet空间和

Bergman空间存在着密切联系,因而人们开始在 Dirichlet空间研究相关问题
[1-5]。近些年在更广的调和

Dirichlet空间中也有一些相关结果
[6-7]。最近在Fock空间也有相关问题的研究

[8]。在文献[4]中讨论了大

Hankel算子在单位圆盘上的Dirichlet空间的紧性,在此基础上本文研究了高维Dirichlet空间3种Hankel算子

的紧性。
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∈L¥(Bn){ },对任意φ ∈L¥,1,定义f ∈ 上的有界线性算子

Tφ
(f)(w)=P(φf)(w)=<φf,Kw>12,称Tφ

为 上带有符号φ 的Toeplitz算子。同时,定义大Hankel算子为

Hφ
(f)(w)=(I-P)(φf)(w);并且小Hankel定义为:Γφ

(f)(w)=P(φJf)),此处J 是 上通过J(f)(z)=

J(z)的方式定义的酉算子。除此之外,还可以定义以φ 为符号的LittleHankel(也称作ReduceHankel)算子,

hφ
(f)(w)=P(φf)),其中P 表示L2,1 到 ( 的复共轭)的正交投影。

用L2(Bn)表示单位球Bn 上平方可积的函数构成的 Hilbert空间。下面文中是以<·,·>1
2
表示 中的内

积,用<·,·>表示L2(Bn)中的内积。
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以L2
a(Bn)表示单位球Bn 上的Bergman空间,对任意φ∈L

¥(Bn),记T
~

φ
为L2

a(Bn)上具有符号φ 的To-

eplitz算子,相应大Hankel算子为 H
~

φ
。对函数φ∈L2

a(Bn),它的Berezin变换定义为φ̂(z)=<φkz,kz>,这里

Kz(w)=
1

(1-<w,z>)n+1
,kz 是Kz 是标准化。

2一些引理

不难证明 ⊂L2
a(Bn),记i: aL2

a(Bn)为嵌入算子,下面的引理给出了算子i紧的性质。

引理1 嵌入算子i为紧算子。
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令k→¥,由于a
(k)
α →0(∀α),可以得到‖ifk‖L2a→0,故i为紧算子。 证毕
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用Lφ
表示定义在 上的线性泛函,其中Lφf=∫Bn

φfdv,因此 M *
ψMφ =K1+
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ii) <H *
ψHφf,g>=<Hφf,Hψg>=<(I-P)φf,ψg>=<Mφf,Mψg>-<Tφf,Tψg>=

<M *
ψMφf,g>-<T

*
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。 通过引理2,T*
ψTφ =K +

n

i=1
U*

iT
~ *

ψT
~

φUi,K 为 上的紧算子;再由

Bergman空间算子关系式H
~ *

ψH
~

φ=T
~

ψφ-T
~ *

ψT
~

φ
,以及i)式,经简单计算得H *
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K2 为 上的紧算子。 证毕

3主要结果

定理1 对任意φ,ψ∈L
¥,1,则:

1)H *
ψHφ

在 上是紧算子当且仅当H
~ *

ψH
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在L2

a(Bn)上是紧的。特别地,Hφ
在 上是紧的当且仅当H
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2)M *
ψMφ
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a(Bn)上是紧的。特别地,Mφ
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证明 1)由引理3的ii)知,H *
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的紧性

等价。

2)由引理3的i)得,M *
ψMφ
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a(Bn)上紧,特别地取φ=ψ,则有M *
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在 上紧当
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φ 2在L2
a(Bn)上紧,由文献[2]的定理4,T

~

φ 2在 上紧当且仅当 φ̂
2(λ)→0,λ→Bn,同理在

Hilbert空间 中M *
ψMφ

的紧性与Mφ
的紧性等价。 证毕

定理2 对任意φ∈L
¥,1,则Γφ

是 上的紧算子。

证明 任取f,g∈ ,有:

<Γφf,g>12 =<φJf,g>12 =
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对{fk}⊂ 弱收敛到0的序列,满足‖fk‖ =1,由引理1知i为紧算子,则有‖ifk‖L2a→0(k→¥),由(1)

式有:
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因此有‖Γφfk‖1
2
≤M ‖Jfk‖L2a=M ‖fk‖L2a→0(k→¥)。

这样便得到了Γφ
是 上的紧算子的结论。 证毕

通过一些计算,有下面的关系成立。

命题1 对φ∈L
¥,1,有下面的关系式Γφ=Uĥφ

成立,其中φ̂(z)=φ(z),z∈Bn。

由命题1及定理2容易得到下面的推论。
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推论1 对任意φ∈L
¥,1,则hφ

是 上的紧算子。
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TheCompactnessofHankelOperatorsonDirichletSpaces

SUNZhiling
(CollegeofMathematics,InnerMongoliaUniversityfortheNationalities,TongliaoInnerMongolia028000,China)

Abstract:[Purposes]TheresearchofToeplitzoperatorandHankeloperatoronHardy,BergmanandDirichletspaceofvarious

domainsbeanactivebranchoffunctionspaceoperatorstheory,andattracttheattentionofscholars.[Methods]Accordingtothe

relationofToeplitzonBergmanandDirichletspace.[Results]ItisprovedthatthepropertyofBigHankeloperatorandSmallHankel

operatorarecompact,thusthecompactnessofLittleHankelareobtained.[Conclusions]Thusitcanbeseenthatthenatureof

DirichletspaceoperatorsiscloselyrelatedtoBergmanspaces.
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