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伪抛物型积分微分方程一个新的混合有限元分析
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摘要:【目的】研究伪抛物型积分微分方程一个新的混合元模式。【方法】利用Bramble-Hilbert引理,对不完全双二次元

Q-
2 及其梯度空间进行探索。【结果】证明了单元具有的一个新的高精度理论。【结论】在半离散和向后欧拉全离散格式

下,分别导出了原始变量u 在H1-模和中间变量p 在L2-模意义下的超逼近性质。
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考虑如下的伪抛物型积分微分方程

ut- Ñ· a(X,t)Ñut+b1(X,t)Ñu+∫
t

0
b2(X,t,s)Ñu(X,s)ds( ) =f(X,t),(X,t)∈Ω×(0,T]

u(X,t)=0,(X,t)∈∂Ω×(0,T]

u(X,0)=u0(X),X ∈Ω

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

,(1)

这里Ω 为R2 上的一个凸多边形区域,∂Ω 为其边界,a,b1,b2,f 和u0 是已知的函数,其中a,b1,b2 以及它们的

导数光滑有界且满足0<a0≤a(X,t)≤a1。
伪抛物型积分微分方程是一类重要的发展方程,在流体力学、核反应动力学和生物力学等许多实际问题中

有着广泛应用。关于这类方程数值方法的研究已有一些结果。其中文献[1]基于Raviart-Thomas空间,提出了

混合有限元方法,通过引入广义混合椭圆投影,在半离散格式下,给出了平方模范数下的最优误差估计,并利用

正则Green函数得到了最大模范数下的拟最优误差估计。文献[2]提出了一维情况下的 H1-Galerkin混合有限

元方法,对于半离散格式,证明了有限元解的存在唯一性,并给出了解函数以及其梯度的最优收敛阶误差估计。
文献[3]针对完全非线性的情形提出了一类新的有限元投影(称为Sobolev-Volterra投影),证明了它存在唯一

性,并分别在半离散和全离散格式下,得到了最佳 H1 和L2 收敛性。但据已有文献,对伪抛物型积分微分方程

的数值分析,目前只局限于收敛性的研究,并且需要借助于不同形式的投影算子进行误差估计。
众所周知,混合有限元方法是求偏微分方程数值解的有效方法之一,但是它需要所涉及的两个有限元逼近

空间满足B-B相容性条件,这通常不是一件很简单的事。2010年,文献[4]对二阶椭圆问题提出了一类新的混合

元格式,和传统混合元方法相比,该格式具有B-B条件容易满足,自由度少等优点。因此,近几年该方法得到了

广泛应用。如文献[5]利用此混合元(Pm+Pm-1×Pm-1)方法研究了抛物方程,并给出了半离散和全离散格式

下的收敛性分析;文献[6]建立了抛物型方程在新混合元格式下的非协调混合有限元(EQrot
1 +Q10×Q01)方法,导

出了半离散格式下的超逼近性质和整体超收敛结果,并进一步得到了比通常误差估计高一阶的外推结果;文献

[7]对Possion方程应用低阶协调(Q11+Q01×Q10)和非协调(EQrot
1 +Q10×Q01)新混合元格式进行了分析,得到

了半离散格式下的超逼近性质和整体超收敛结果;文献[8-10]分别对Sobolev方程、Sine-Gordon方程和

Schrödinger方程提出了低阶的半离散和全离散混合有限元(Q11+Q01×Q10)格式,均获得了超逼近性质和整体

超收敛结果。
本文的主要目的是利用不完全双二次元Q-

2 及其梯度空间,对伪抛物型积分微分方程构造一个新的混合元

模式。首先,通过Bramble-Hilbert引理,给出单元所具有的一个新的高精度结果。其次,在不需要借助传统有
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限元分析中必不可少的投影算子的前提下,对于半离散和向后欧拉全离散格式,分别导出原始变量u 在H1-模

和中间变量p 在L2-模意义下的超逼近性质。

1混合元的构造及性质

设Ω 是一个矩形区域,其边界∂Ω 分别平行于x 轴和y 轴,Th 是Ω 的矩形单元剖分族,满足正则性假设。
对e∈Th,设它的4个顶点分别为a1(xe-he,ye-ke),a2(xe+he,ye-ke),a3(xe+he,ye+ke),a4(xe-he,

ye+ke),4条边分别为l=a1a2,l2=a2a3,l3=a3a4,l4=a4a1。记h=max
e∈Th

{he,ke},ê为x̂-ŷ 平面上的参考单

元,â1(-1,-1),â2(1,-1),â3(1,1),â4(-1,1)为4个顶点,l̂1=â1â2,l̂2=â2â3,l̂3=â3â4,l̂4=â4â1为4条边。

定义ê上的有限元 ê,P̂,Σ̂( ) 及 ê,P̂i,Σ̂i( )(i=1,2),如下:

Σ̂={v̂i,i=1,2,…,8},P̂=Q-
2 ê( ) =span1,x̂,ŷ,x̂ŷ,x̂2,ŷ2,x̂2ŷ,x̂ŷ2{ },

Σ̂1={p̂1
i,i=1,2,…,5},P̂1=span1,x̂,ŷ,x̂ŷ,ŷ2{ },Σ̂2={p̂2

i,i=1,2,…,5},P̂2=span1,x̂,ŷ,x̂ŷ,x̂2{ }。
其中:

v̂i=v̂(âi),v̂i+4=
1

l̂i
∫l̂i

v̂dŝ,i=1,2,3,4,

p̂1
1=

1

l̂1∫l̂1
p̂1dŝ,p̂1

2=
1

l̂2∫l̂2
x̂p̂1dŝ,p̂1

3=
1

l̂3∫l̂3
p̂1dŝ,p̂1

4=
1

l̂4∫l̂4
x̂p̂1dŝ,p̂1

5=
1
ê∫ê

p̂1dx̂dŷ,

p̂2
1=

1

l̂1∫l̂1
p̂2dŝ,p̂2

2=
1

l̂2∫l̂2
ŷp̂2dŝ,p̂2

3=
1

l̂3∫l̂3
p̂2dŝ,p̂

2
4=

1

l̂4∫l̂4
ŷp̂2dŝ,p̂2

5=
1
ê∫ê

p̂2dx̂dŷ。

  定义ê上的插值算子Î:H2 ê( )→P̂,Π̂:H1 ê( )( )2→P̂1×P̂2,满足:

Îv̂(âi)=v̂i,∫l̂i
v̂-Îv̂( )dŝ=0,i=1,2,3,4,

∫l̂i
p̂-Π̂p̂( )·qdŝ=0,∀q∈P1(l̂i),i=1,2,3,4,∫ê

p̂-Π̂p̂( )dx̂dŷ=0,

其中p̂= p̂1,p̂2( ),Π̂p̂= Π̂1p̂1,Π̂2p̂2( ),是l̂i 的单位切向量,P1(l̂i)是l̂i 上的一次多项式空间。
可以验证,以上定义的插值算子是适定的,插值函数表达式分别为:

Îv̂=α0+α1x̂+α2ŷ+α3x̂ŷ+α4x̂2+α5ŷ2+α6x̂2ŷ+α7x̂ŷ2,

Π̂1p̂1=β0+β1x̂+β2ŷ+β3x̂ŷ+β4ŷ2,Π̂2p̂2=γ0+γ1x̂+γ2ŷ+γ3x̂ŷ+γ4x̂2,
其中:

α0=-
1
2 v̂1+v̂2+v̂3+v̂4( ) +

3
4 v̂5+v̂6+v̂7+v̂8( ) ,α1=

1
8 v̂1-v̂2-v̂3+v̂4( ) +

3
4 v̂6-v̂8( ) ,

α2=
1
8 v̂1+v̂2-v̂3-v̂4( ) +

3
4 v̂7-v̂5( ) ,α3=

1
4 v̂1-v̂2+v̂3-v̂4( ) ,

α4=
3
8 v̂1+v̂2+v̂3+v̂4( ) -

3
4 v̂5+v̂7( ) ,α5=

3
8 v̂1+v̂2+v̂3+v̂4( ) -

3
4 v̂6+v̂8( ) ,

α6=
3
8 -v̂1-v̂2+v̂3+v̂4( ) +

3
4 v̂5-v̂7( ) ,α7=

3
8 -v̂1+v̂2+v̂3-v̂4( ) -

3
4 v̂6-v̂8( ) ,

β0=
3
2p̂

1

5-
1
4 p̂

1

1+p̂
1

3
( ) ,β1=

3
2 p̂

1

2+p̂
1

4
( ) ,β2=

1
2 p̂

1

3-p̂
1

1
( ) ,β3=

3
2 p̂

1

4-p̂
1

2
( ) ,β4=

3
4 p̂

1

1+p̂
1

3
( ) -

3
2p̂

1

5
,

γ0=
3
2p̂

2

5-
1
4 p̂

2

1+p̂
2

3
( ) ,γ1=

1
2 p̂

2

1-p̂
2
3( ) ,γ2=

3
2 p̂

2

2+p̂
2

4
( ) ,γ3=

3
2 p̂

2

2-p̂
2

4
( ) ,γ4=

3
4 p̂

2

1+p̂
2

3
( ) -

3
2p̂

2

5
。

  定义可逆仿射变换Fe:ê→e,
x=xe+hex̂,

y=ye+keŷ,{ ,那么相应的有限元空间以及所诱导的插值算子分别为:

Vh ={v;v e =v̂F-1
e ,v̂∈p̂,∀e∈Th},
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Wh = w=(w1,w2);w e = ŵ1F-1
e ,ŵ2F-1

e( ) ,w= ŵ1,ŵ2( ) ∈p̂1×p̂2,∀e∈Th{ },

Ih:H2 Ω( ) →Vh,Ih e =Ie,Iev=Îv̂F-1
e ,

Πh:H1 Ω( )( ) 2 →Wh,Πhw=(Π1
hw1,Π2

hw2),Πi
h e =Πi

e,Πi
ewi=Π̂iŵiF-1

e ,i=1,2。

  引理1[11] 若u∈H4(Ω),则对任意的v∈Vh,有:(u-Ihu,v)=O(h3)u 3‖v‖0,(Ñ(u-Ihu),Ñv)=
O(h3)u 4‖v‖1。

引理2 若u∈H4(Ω),p=(p1,p2)∈(H3(Ω))2,则对任意的w=(w1,w2),有:
(Ñ(u-Ihu),w)=O(h3)u 4‖w‖0,(p-Πhp,w)=O(h3)p 3‖w‖0。

  证明 对任意的 ŵ1∈p̂1,考察函数B û,ŵ1( ) =∫ê
û-Îû( )x̂ŵ1。

由Sobolev嵌入定理,有 B û,ŵ1( ) ≤C‖û‖4,ê‖ŵ1‖0,ê。根据插值函数的表达式可得,当û 分别取x̂3,

ŷ3 时,相应的插值Îû 分别为x̂,ŷ,代入B û,ŵ1( ) =∫ê
û-Îû( )x̂ŵ1 计算可得B û,ŵ1( ) =0,∀û∈P3(ê),这里

P3(ê)为ê上的三次多项式空间。

由Bramble-Hilbert引理知 B û,ŵ1( ) ≤C û 4,ê‖ŵ1‖0,ê。于是∫ê
û-Îû( ) x̂ŵ1=O(1)û 4,ê‖ŵ1‖0,ê,

通过仿射变换,可得∫e
u-Iu( ) xw1=O(h3)u 4,e‖w1‖0,e,同理有∫e

u-Iu( ) yw2=O(h3)u 4,e‖w2‖0,e。综

合以上两式,即得引理2的第一式。第二式类似可得。 证毕

2半离散格式下的超逼近分析

令p=a Ñut+b1 Ñu+∫
t

0
b2 Ñuds,则问题(1)等价于:

ut- Ñ·p=f(X,t),(X,t)∈Ω×(0,T]

p=aÑut+b1 Ñu+∫
t

0
b2Ñuds,(X,t)∈Ω×(0,T]

u(X,t)=0,(X,t)∈∂Ω×(0,T]

u(X,0)=u0(X),X ∈Ω

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

, (2)

问题(2)的变分问题为:求{u,p}:[0,T]→H1
0(Ω)×(L2(Ω))2,使得:

(ut,v)+ p,Ñv( ) =(f,v),∀v∈H1
0(Ω)

p,w( ) - aÑut,w( ) - b1Ñu,w( ) -∫
t

0
b2Ñuds,w( ) =0,∀w∈ (L2(Ω))2

ì

î

í
ïï

ïï
。 (3)

与问题(3)对应的半离散逼近格式为:求{uh,ph}:[0,T]→Vh
0×Wh,满足:

(uht,vh)+ ph,Ñvh( ) =(f,vh),∀vh ∈Vh
0

ph,wh( ) - aÑuht,wh( ) - b1Ñuh,wh( ) -∫
t

0
b2Ñuhds,wh( ) =0,∀wh∈Wh

uh(X,0)=Ihu0(X),X ∈Ω

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

, (4)

其中Vh
0={v;v∈Vh,v ∂Ω=0}。

由文献[4]易见,混合变分格式中的空间对 H1
0(Ω)和(L2(Ω))2 以及混合有限元逼近中的空间对Vh

0 和Wh

的匹配分别满足连续和离散的B-B条件,故问题(3)和(4)均存在唯一解。
定理1 设{u,p}和{uh,ph}分别是(3)和(4)的解,u,ut∈H4(Ω),p∈(H3(Ω))2,则有:

‖uh -Ihu‖1 ≤Ch3
é

ë

ê
ê∫

t

0
‖u‖24+‖ut‖24( )ds

ù

û

ú
ú

1/2

,

‖ph -Πhp‖0 ≤Ch3
é

ë

ê
ê
‖p‖23+‖u‖

2
4+‖ut‖24+∫

t

0
(‖u‖24+‖ut‖24 )ds

ù

û

ú
ú

1/2

。

  证明 记u-uh=(u-Ihu)+(Ihu-uh)=η+ξ,p-ph=(p-Πhp)+(Πhp-ph)=r+θ,则由(3),(4)式
可得下面的误差方程:
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(ξt,vh)+ θ,Ñvh( ) =-(ηt,vh)- r,Ñvh( ) ,∀vh ∈Vh
0

θ,wh( ) - aÑξt,wh( ) - b1Ñξ,wh( ) -∫
t

0
b2Ñξds,wh( ) =

  - r,wh( ) + aÑηt,wh( ) + b1Ñη,wh( ) +∫
t

0
b2Ñηds,wh( ) ,∀wh ∈Wh

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

。 (5)

  一方面,在(5)式中令vh=ξt,wh=Ñξt,并将两式相减,可得

‖ξt‖20+‖a
1
2 Ñξt‖

2

0
=-(ηt,ξt)-(aÑηt,Ñξt)-(b1Ñη,Ñξt)-(b1Ñξ,Ñξt)-

∫
t

0
b2Ñηds,Ñξt( ) -∫

t

0
b2Ñξds,Ñξt( ) ≜

6

i=1
Ai。 (6)

借助Schwarz不等式和Young不等式及引理1,有:

A1 ≤Ch6 ‖ut‖23+‖ξt‖20( ) ,A4 ≤C‖Ñξ‖
2
0+ε‖Ñξt‖20,A6 ≤C∫

t

0
‖Ñξ‖

2
0ds+ε‖Ñξt‖20。

  对任意的φ∈W1,¥(Ω),定义它在单元e上的平均值φ e=
1
e∫e

φdxdy,则 φ-φ ≤Ch‖φ‖1,¥,e。利用

插值理论和平均值技巧及引理1,可得:

A2 = 
e

a-a( ) Ñηt,Ñξt( )e +
e

a Ñηt,Ñξt( )e ≤

Ch ‖Ñηt‖20+‖Ñξt‖20( ) +Ch3‖ut‖4‖Ñξt‖0 ≤Ch6‖ut‖24+ε‖Ñξt‖20。

  类似地,有 A3 ≤Ch6‖u‖24+ε‖Ñξt‖20,A5 ≤Ch6∫
t

0
‖u‖24ds+ε‖Ñξt‖20。

综合以上估计与(6)式,并取充分小的ε,可得:

‖Ñξt‖20 ≤Ch6 ‖u‖24+‖ut‖24+∫
t

0
‖u‖24ds( ) +C ‖Ñξ‖

2
0+∫

t

0
‖Ñξ‖

2
0ds( ) ,

由于Ñξ(X,0)=0,故有:

‖Ñξ‖
2
0 ≤∫

t

0
‖Ñξt‖20ds, (7)

再利用积分不等式∫
t

0∫
s

0
‖φ()‖

2
0d( )ds≤C∫

t

0
‖φ(s)‖

2
0ds以及Gronwall引理,可得:

‖Ñξt‖20 ≤Ch6 ‖u‖24+‖ut‖24+∫
t

0
‖u‖24ds( ) , (8)

把(8)式代入(7)式即得定理1的第一式。
另一方面,在(5)式的第二式中令wh=θ,类似于前面的估计,有:

‖θ‖20= aÑξt,θ( ) + b1Ñξ,θ( ) +∫
t

0
b2Ñξds,θ( ) - r,θ( ) + aÑηt,θ( ) + b1Ñη,θ( ) +∫

t

0
b2Ñηds,θ( ) ≤

Ch6 ‖p‖23+‖u‖
2
4+‖ut‖24+∫

t

0
‖u‖24( )ds( ) +C ‖Ñξ‖

2
0+‖Ñξt‖20+∫

t

0
‖Ñξ‖

2
0( )ds( ) +12‖θ‖

2
0。

把前面已有的结果代入上式即得定理1的第二式。 证毕

3全离散格式下的超逼近分析

设0=t0<t1<…<tN=T 为[0,T]的等距分割,=
T
N
,tn=n ,n=0,1,…,N,对任意的光滑函数φ,定义

φn=φ(tn),∂tφn=
1(φn-φn-1)。

与问题(3)对应的全离散逼近格式为:求{Un,Pn}∈Vh
0×Wh,满足:

(∂tUn,vh)+ Pn,Ñvh( ) =(fn,vh),∀vh ∈Vh
0

Pn,wh( ) - an Ñ∂tUn,wh( ) = bn
1 ÑUn,wh( ) +

n-1

i=0
b2 X,tn,ti( ) ÑUi,wh( ) =0,∀wh ∈Wh

U0=Ihu0(X),X ∈Ω

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

。 (9)
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  在(3)式中令t=tn,可得:

(∂tun,v)+ pn,Ñv( ) =(fn,v)+(Rn
1,v),∀v∈H1

0(Ω),

pn,w( ) - an Ñ∂tun,w( ) = bn
1 Ñun,w( ) +

n-1

i=0
b2 X,tn,ti( ) Ñui,w( ) +

  anRn
2,w( ) + Rn

3,w( ) ,∀w∈ (L2(Ω))2,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(10)

其中Rn
1=∂tun-un

t,Rn
2=Ñun

t-Ñ∂tun,Rn
3=∫

tn

0
b2(X,tn,s)Ñu(X,s)ds- b2 X,tn,ti( ) Ñui。

定理2 设{Un,Pn}和{un,pn}分别是(9),(10)式的解,u,ut∈L¥(H4),utt∈L¥(H1),p∈L¥((H3)2),则
对任意的1≤n≤N,有:

‖Un -Ihun‖1 ≤Ch3M1+C M2,

‖Pn -Πhpn‖0 ≤Ch3
é

ë

ê
ê
M2
1+‖ut‖2L¥(H4)+‖p‖

2
L¥((H3)2)

ù

û

ú
ú

1
2

+C
é

ë

ê
ê
M2
2+‖utt‖2L¥(H1)

ù

û

ú
ú

1
2

,

其中M2
1=‖u‖

2
L¥(H4)+∫

tn

0
‖ut‖24dt,M

2
2=∫

tn

0
‖u‖21+‖ut‖21+‖utt‖21( )dt,‖φ‖L¥(Hk)=sup

0≤t≤T
‖φ‖Hk(Ω)。

证明 记

un-Un=(un-Ihun)+(Ihun-Un)=ηn+ξn,pn-Pn=(pn-Πhpn)+(Πhpn-Pn)=rn+θn,则由(9),
(10)式可得下面的误差方程:

(∂tξn,vh)+ θn,Ñvh( ) =(Rn
1,vh)-(∂tηn,vh)- rn,Ñvh( ) ,∀vh ∈Vh

0

θn,wh( ) - an Ñ∂tξn,wh( ) =(anRn
2,wh)+(Rn

3,wh)- rn,wh( ) + an Ñ∂tηn,wh( ) + bn
1 Ñξn,wh( ) +

  bn
1 Ñηn,wh( ) + 

n-1

i=0
b2 X,tn,ti( ) Ñξi,wh( ) + 

n-1

i=0
b2 X,tn,ti( ) Ñηi,wh( ) ,∀wh ∈Wh

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

。(11)

  一方面,在(11)式中令vh=∂tξn,w→h=Ñ∂tξn,并将两式相减,可得:

‖∂tξn‖20+‖ an( )
1
2 Ñ∂tξn‖20=(Rn

1,∂tξn)-(∂tηn,∂tξn)-(anRn
2,Ñ∂tξn)-(Rn

3,Ñ∂tξn)-

an Ñ∂tηn,Ñ∂tξn( ) - bn
1 Ñηn,Ñ∂tξn( ) - bn

1 Ñξn,Ñ∂tξn( ) - 
n-1

i=0
b2 X,tn,ti( ) Ñξi,Ñ∂tξn( ) -


n-1

i=0
b2 X,tn,ti( ) Ñηi,Ñ∂tξn( ) ≜

9

i=1
Bi。 (12)

  下面先给出Rn
1,R

n
2,R

n
3 的估计:

‖Rn
1‖

2
0=‖ -1∫

tn

tn-1

(tn-1-t)uttdt‖20 ≤C∫
tn

tn-1

‖utt‖20dt,

‖Rn
2‖

2
0=‖ -1∫

tn

tn-1

(tn-1-t)Ñuttdt‖20 ≤C∫
tn

tn-1

‖ Ñutt‖20dt,

‖Rn
3‖

2
0=‖

n-1

i=0∫
ti+1

ti

é

ë

ê
ê∫

s

ti

(b2(X,tn,t)Ñu(X,t))tdt
ù

û

ú
ú
ds‖20 ≤

n
n-1

i=0
‖∫

ti+1

ti

é

ë

ê
ê∫

s

ti

(b2(X,tn,t)Ñu(X,t))tdt
ù

û

ú
ú
ds‖20 ≤

Cn 
n-1

i=0∫
ti+1

ti
‖∫

s

ti

(b2(X,tn,t)Ñu(X,t))tdt‖
2

0ds≤Cn 2
n-1

i=0∫
ti+1

ti

é

ë

ê
ê∫

s

ti
‖(b2(X,tn,t)Ñu(X,t))t‖20dt

ù

û

ú
ú
ds≤

Cn 3
n-1

i=0∫
ti+1

ti
‖ (b2(X,tn,t)Ñu(X,t))t‖

2

0dt≤C 2∫
tn

0
‖Ñu‖20+‖Ñut‖20( )dt。

  利用与估计Ai 类似的技巧以及对Rn
1,R

n
2,R

n
3 的估计结果,Bi 可依次估计为

B1 ≤C‖Rn
1‖

2
0+
1
2 ‖∂tξ

n‖20 ≤C∫
tn

tn-1

‖utt‖20dt+
1
2‖∂tξ

n‖20,

B2 ≤Ch3‖∂tun‖3‖∂tξn‖0≤Ch6‖∂tun‖23+
1
2‖∂tξ

n‖20 ≤Ch6 -1∫
tn

tn-1

‖ut‖23dt+
1
2‖∂tξ

n‖20,
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B3 ≤C‖Rn
2‖

2
0+ε‖ Ñ∂tξn‖20 ≤C∫

tn

tn-1

‖Ñutt‖20dt+ε‖Ñ∂tξn‖20,

B4 ≤C‖Rn
3‖

2
0+ε‖Ñ∂tξn‖20 ≤C 2∫

tn

0
‖Ñu‖20+‖Ñut‖20( )dt+ε‖Ñ∂tξn‖20,

B5 = 
e

an -an( ) Ñ∂tηn,Ñ∂tξn( )e +
e

an Ñ∂tηn,Ñ∂tξn( )e ≤

Ch6‖∂tun‖24+ε‖Ñ∂tξn‖20 ≤Ch6 -1∫
tn

tn-1

‖ut‖24dt+ε‖Ñ∂tξn‖20,

B6 = 
e

bn
1-bn

1( ) Ñηn,Ñ∂tξn( )e +
e

bn
1 Ñηn,Ñ∂tξn( )e ≤Ch6‖un‖24+ε‖Ñ∂tξn‖20,

B7 ≤C‖Ñξn‖20+ε‖Ñ∂tξn‖20,B8 ≤C 
n-1

i=0
‖Ñξi‖20+ε‖Ñ∂tξn‖20,

B9 = 
n-1

i=0

é

ë

ê
ê

e
b2 X,tn,ti( ) -b2 X,tn,ti( )( ) Ñηi,Ñ∂tξn( )e +

e
b2 X,tn,ti( ) Ñηi,Ñ∂tξn( )e

ù

û

ú
ú ≤

Ch6 
n-1

i=0
‖ui‖24+ε‖Ñ∂tξn‖20。

在以上估计中取充分小的ε,并结合(12)式,可得:

‖Ñ∂tξn‖20 ≤Ch6 -1∫
tn

tn-1

‖ut‖24dt+‖un‖24+ 
n-1

i=0
‖ui‖24( ) +C∫

tn

tn-1

‖utt‖21dt+

C 2∫
tn

0
‖u‖21+‖ut‖21( )dt+C 

n-1

i=0
‖Ñξi‖20+C‖Ñξn‖20。 (13)

由于Ñξ0=0,故有:

‖Ñξn‖20 ≤‖Ñξn - Ñξn-1+ Ñξn-1- Ñξn-2+…+ Ñξ1- Ñξ0‖
2
0 ≤C 

n

j=1
‖Ñ∂tξj‖20。 (14)

把(13)式代入(14)式,可得

‖Ñξn‖20 ≤Ch6
æ

è
çç∫

tn

0
‖ut‖24dt+ 

n

j=1
‖uj‖24+

2
n

j=1

j-1

i=0
‖ui‖24

ö

ø
÷÷ +C 2∫

tn

0
‖utt‖21dt+

C 3
n

j=1∫
tj

0
‖u‖21+‖ut‖21( )dt+C 2

n

j=1

j-1

i=0
‖Ñξi‖20+C 

n

j=1
‖Ñξj‖20 ≤

Ch6∫
tn

0
‖ut‖24dt+‖u‖2L¥(H4)( ) +C 2∫

tn

0
‖u‖21+‖ut‖21+‖utt‖21( )dt+C 

n

j=1
‖Ñξj‖20。 (15)

在(15)式中取充分小的 ,使得1-C >0,由离散的Gronwall引理即得定理2的第一式。

另一方面,在(11)式的第二式中令wh=θn,有:

‖θn‖20= anRn
2,θn( ) + Rn

3,θn( ) + an Ñ∂tξn,θn( ) + an Ñ∂tηn,θn( ) + bn
1 Ñξn,θn( ) + bn

1 Ñηn,θn( ) - rn,θn( ) +


n-1

i=0
b2 X,tn,ti( ) Ñξi,θn( ) + 

n-1

i=0
b2 X,tn,ti( ) Ñηi,θn( ) ≤

Ch6 -1∫
tn

tn-1
‖ut‖24dt+‖pn‖23+‖un‖24+ 

n-1

i=0
‖ui‖24( ) +

C∫
tn

tn-1
‖utt‖21dt+C 2∫

tn

0
‖u‖21+‖ut‖21( )dt+C 

n-1

i=0
‖Ñξi‖20+C ‖Ñξ‖

2
0+‖Ñ∂tξn‖20( ) 。

把前面已有的结果代入上式即得定理2的第二式。 证毕

4结论

本文利用不完全双二次元Q-
2 及其梯度空间构造的新混合元模式对伪抛物型积分微分方程进行了分析。

在半离散和向后欧拉全离散格式下,分别导出了原始变量u 在H1-模和中间变量p 在L2-模意义下的超逼近性

质,利用该性质可直接得到收敛性结果,进一步还可通过插值后处理技术得到整体超收敛,从而达到改善解的精

度的目的,这也是目前偏微分方程数值求解的热点之一。

38第6期              刁 群,等:伪抛物型积分微分方程一个新的混合有限元分析



参考文献:
[1]车海涛.伪抛物型积分微分方程的混合有限元误差估计

[J].工程数学学报,2009,26(6):1033-1038.
CHEHT.Errorestimatesformixedfiniteelementmeth-
odsforpseudo-parabolicintergo-differentialequations[J].
ChineseJournalofEngineeringMathematics,2009,26(6):

1033-1038.
[2]高育红.伪抛物型积分-微分方程的 H1-Galerkin混合元法

[J].内蒙古大学学报(自然科学版),2009,40(2):157-161.
GAOY H.H1-Galerkinmixedfiniteelementmethodfor

pseudo-parabolicpartialintegro-differentialequations[J].
JournalofInnerMongoliaUniversity,2009,40(2):157-
161.

[3]崔霞.Sobolev-Volterra投影与积分微分方程有限元数值分

析[J].应用数学学报,2001,24(3):441-455.
CUIX.Sobolev-Volterraprojectionandnumericalanalysis
offiniteelementmethodsforintegro-differentialequations
[J].ActaMathematicaeApplicataeSinica,2001,24(3):441-
455.

[4]陈绍春,陈红如.二阶椭圆问题新的混合元格式[J].计算数

学,2010,32(2):213-218.
CHENSC,CHEN HR.Newmixedelementschemesfor
secondorderellipticproblem[J].MathematicaNumerica
Sinica,2010,32(2):213-218.

[5]李磊,孙萍,罗振东.抛物方程一种新混合有限元格式及误

差分析[J].数学物理学报,2012,32A(6):1158-1165.
LIL,SUNP,LUOZD.Anewmixedfiniteelementformu-
lationanderrorestimatesforparabolicequations[J].Acta
MathematicaScientia,2012,32A(6):1158-1165.

[6]石东洋,张亚东.抛物型方程一个新的非协调混合元超收敛

性分析及外推[J].计算数学,2013,35(4):337-352.
SHIDY,ZHANG,YD.Superconvergenceandextrapola-
tionanalysisofanewnonconformingmixedfiniteelement

approximationforparabolicequation[J].MathematicaNu-
mericaSinica,2013,35(4):337-352.

[7]石东洋,李明浩.二阶椭圆问题一种新格式的高精度分析

[J].应用数学学报,2014,37(1):45-58.
SHIDY,LIM H.Highaccuracyanalysisofnewschemes
forsecondorderellipticproblemforrecurrenteventdata
[J].ActaMathematicaeApplicataeSinica,2014,37(1):45-
58.

[8]史艳华,石东洋.Sobolev方程新混合元方法的高精度分析

[J].系统科学与数学,2014,34(4):452-463.
SHIYH,SHIDY.Highaccuracyanalysisofanewmixed
finiteelementmethodforSobolevequation[J].Journalof
SystemsScienceandMathematicalSciences,2014,34(4):

452-463.
[9]石东洋,王芬玲,樊明智,等.Sine-Gordon方程的最低阶各

向异性混合元高精度分析新途径[J].计算数学,2015,37
(2):148-161.
SHIDY,WANGFL,FANMZ,etal.Anewapproachof
thelowestorderanisotropicmixed mixedfiniteelement
highaccuracyanalysisfornonlinearSine-Gordonequation
[J].MathematicaNumericaSinica,2015,37(2):148-161.

[10]赵艳敏,石东洋,王芬玲.非线性Schrödinger方程新混合

元方法的高精度分析[J].计算数学,2015,37(2):162-178.
ZHAOYM,SHIDY,WANGFL.Highaccuracyanaly-
sisofanew mixedfiniteelementmethodfornonlinear
Schrödingerequation[J].MathematicaNumericaSinica,

2015,37(2):162-178.
[11]郝晓斌.非协调有限元的构造及其应用[D].郑州:郑州大

学,2008.
HAOXB.Constructureandapplicationofnonconforming
finiteelement[D].Zhengzhou:Zhengzhou University,

2008.

ANewMixedFiniteElementAnalysisforPseudo-parabolicIntergo-differentialEquation

DIAOQun,MAOFengmei
(SchoolofMathematicsandStatistics,PingdingshanUniversity,PingdingshanHenan467000,China)

Abstract:[Purposes]Anew mixedfiniteelementpatternforpseudo-parabolicintergo-differentialequationisstudied.[Methods]

ThoughBramble-Hilbertlemma,thespacesofincompletebiquadraticelementQ-
2 anditsgradientareexplored.[Findings]Anew

highprecisiontheoryonelementisproved.[Conclusions]ThesuperclosepropertiesfortheprimitivevariableuinH1-normandthe
intermediatevariablepinL2-normareobtainedrespectivelyforsemi-discreteandthebackwardEulerfullydiscreteschemes.
Keywords:pseudo-parabolicintergo-differentialequation;mixedfiniteelementmethod;Bramble-Hilbertlemma;semi-discreteand
fullydiscreteschemes;superclose
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