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有限长直线电荷等电势线和电力线的求解与描绘
!
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（重庆师范大学 物理学与信息技术学院，重庆 A###A%）

摘! 要：采用积分换元法与计算技术工具软件 B/<2:7/<5>/ *@ # 相结合，利用电力线与等势线正交的性质对有限长直

线电荷周围空间的电势函数及电力线函数进行了统一描述，严格地求出了电势函数和电力线函数，作出了相应的相

互正交的等势线簇图形和电力线簇图形，并且进行了必要的讨论。
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! ! 某些三维静电场可以简化为二维平面场边值问题［DGF］，对于细长的条形带电体，只要宽度远小于长度，

条形带电体中部周围的三维静电场可以看作二维平面场。这样，电势满足的三维拉普拉斯方程就简化为二

维拉普拉斯方程，细长的条形带电体中部周围的三维静电场也就可以简化为有限长直线电荷的二维平面场。

鉴于现有的电磁学教材和参考资料很少有人对有限长直线电荷的等电势线和电力线的求解与描绘进行研究

与讨论，本文作了这方面的工作。由于在实际生活、生产中接触到的带电导体不可能是无限长的，只要带电

导体的长度远大于其宽度，就可以将其简化为有限长的线电荷模型进行研究。采用积分换元法首先求解二

维平面场空间的电势分布所满足的泊松方程，然后利用电力线与等势线正交的性质，以及隐函数作图法与计

算技术工具软件 B/<2:7/<5>/ *@ # 相结合，对有限长直线电荷周围空间的电势函数及电力线函数进行统一描

述，严格地求出电势函数和电力线函数，作出相应的相互正交等势线簇图形和电力线簇图形，进行了必要的

讨论。

D 有限长直线电荷电势函数的求解

设有一宽度为 "! 的无限长面电荷，坐标 " 轴垂直于"!，并且位于带电平面上，坐标原点在"! 的中点，则空

间电势的分布与 " 坐标无关。上述三维静电场问题可简化为二维平面场问题，#$% 平面坐标系如图 D 所示，其

中坐标 # 轴与 "! 线段重合。#$% 平面上的电势满足如下泊松方程

图 D! 细长的条形带电面可简化为平面场

!"&
!#"

’ !"&
!%"

( ) !
"#
#（%） （D）

其中 ! 为线电荷 "! 的电荷密度。

除了线电荷 "! 外的空间，电势分布具有有限性，选择无限远点

为电势零点，这样，电势分布具有唯一性；又由于库仑静电势满足

泊松方程［%］ 和遵循叠加原理，因此可以采用微元分析和定积分求

解（D）式。

在 "! 上任取一微元 I#*，则 I#* 在周围空间所激发的电势 I+ 可

看作由点电荷在周围空间所激发的电势。
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采用积分换元法对（!）式进行积分

! " !
"!"#
"

#

$#

$%&
’! (（% $ %&）! !

" $ !
"!"#
"

#

$#

$（% $ %&）
’! (（% $ %&）! !

（%）

先考虑场点 )（%，’）位于第一象限，并且设 % $ %& " ’&’(#，显然 #，$ 互为余角。$%& " ’)*+!#$#，代入（%）式

得
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为了便于隐函数作图，将（"）式中的 +/&$，+)+$ 用直角坐标表出，得
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电势分布函数（0）式可用多种求解方法得出，上述积分换元法是其中的一种。考虑到左半平面和右半平面电

势分布的对称性，上半平面和下半平面电势分布的对称性，（0）式不仅适用于第一象限，同样适用于其它象

限。

! 电力线函数的求解

对于互相正交的两曲线簇 !（%，’）和 +（%，’）而言，它们在相交点的切线向量必定互相垂直。对曲线簇

!（%，’），曲线上各点的切线方程为
$’
$% " $ "! , "%

"! , "’
" &’(%，其中 &’(% 为切线的斜率。曲线簇 +（%，’），由于与曲

线簇 !（%，’）正交，因而曲线上过相应点的切线方程为
$’
$% " $ "+ , "%
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。对电势分布函数

!（%，’），其负梯度为电场强度 ! " $ 12’$! " $ "!
"%
"% ( "!

"’
"’ " -%"% ( -’"’，因而可通过求出电场强度的分量

-%，-’，进而求电力线满足的微分方程的解而获得电力线函数。
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由（3）、（4）式可得电力线满足的微分方程
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，积分上式可得 （% ( #）! ( ’! ! $

’! (（% $ #）! ! " .，其中 . 为积分常数，于是求得与（0）式电势函数 !（%，’）相对应的电力线函数 +（%，’） "
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" 电力线和等势线图形的描绘与讨论

令（#）式中 &（!，$）’ ( （$）

（$）式即为所求的等势线簇函数，(取不同的值对应不同的等势线。由于（#）中的!，"%，#均为固定值，等势线

簇函数可等价表示为

! " # " （! " #）! " $! !

! % # " （! % #）! " $! !
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在（$）式中令 )（!，$）’ (!（常数），可得
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（&%）式即为所求的电力线簇函数。

由于（$）、（&%）式均为二元变量（!，$）所满足的隐函数方程，本文采用 ()*+,-)*./) #0 % 绘图函数库［$］

中的 1-23./.*435* 命令直接就可绘制出相应的二维隐函数图形［’］，得到的电力线簇和等势线簇图形如图 ! 所

示。实线代表电力线，虚线代表等势线。

&）在图形绘制中，取 # ’ &，令等势线常数 (& 取 &% 个不同的值，在图 ! 中绘制出了 &% 条等势线曲线；令

电力线常数 (! 取 &% 个不同的值，在图 ! 中绘制出了 &% 条电力线曲线。

图 !6 相互正交的等势线簇与电力线簇

!）从图 ! 中可以看出等势线簇和电力线簇左半平面和右半平

面是对称分布的，上半平面和下半平面也是对称分布的，说明求得

的电势分布具有左右对称性和上下对称性，这和实际电场分布的对

称性相一致。

"）图 ! 中的等势线簇为椭圆曲线簇而非圆曲线簇。兹以具体的

一条等势线加以说明。

令（’）式中的 # ’ &，(& ’ !，有
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（&&）式说明等势线簇是以坐标原点为几何图形中心的正椭圆曲线

簇。

7）关于线电荷长度 # 变化对电场分布影响的讨论。

采用蒙特卡洛法可分析计算出等势线函数随 # 的变化趋势。表& 中列出了通过 !*$ 平面中的点（! ’ "+ %，

$ ’ %+ %）的椭圆等势线随 # 的变化情况。

表 &6 通过点（! ’ "+ %，$ ’ %+ %）的椭圆等势线随 # 的变化情况

# & 椭圆方程 , - "

%+ # &+ 7 !! . "! " $! . !+ ’$#! ’ & "+ %%% !+ ’#$ %+ &98

&+ % !+ % !! . "! " $! . !+ ’$#! ’ & "+ %%% !+ ’#$ %+ """

&+ # #+ % !! . "! " $! . !+ !"9! ’ & "+ %%% !+ !"9 %+ 998

从表 &、图 ! 及（’）式可以看出，随着 # 的减小，椭圆等势线偏心率 " 愈来愈小；相反，随着 # 的增大，椭圆

等势线偏心率 "愈来愈大。当 ##%，"#%，等势线将变成圆周闭曲线，与点电荷的等势线相一致，这时有限长

直线电荷的电场将退化为点电荷的电场；当 ##: ，其等势线将变成平行 !轴的直线，与无限长直线电荷的等

势线相一致，反过来说明有限长直线电荷的电势是介于点电荷的圆周闭曲线与无限长直线电荷的直线二者

之间的椭圆曲线。
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!）如果从可视性的三维空间角度研究有限长直线电荷的电场，则其电势分布具有轴对称性，正椭圆曲

线簇变为旋转椭球曲面簇，其隐函数方程为
! " # " （! " #）" " $" " %! "

! & # " （! & #）" " $" " %! "
’ (#，由（$）式得到的电力线簇，围

绕 ! 轴旋转不同的角度，可得到与三维空间旋转椭球曲面簇正交的电力线簇。
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