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求解单侧障碍问题的自适应投影方法
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摘要:【目的】单侧障碍问题在变分不等式中具有重要的应用,但不存在或很难求其精确解,所以很有必要进行数值解法

的研究。【方法】利用有限差分格式将障碍问题离散为一个线性互补问题,得到该问题的一个投影不动点算法。然后用

投影方法得到了变参数的算法,并在迭代过程中自动调整参数,每一步迭代只需求解一个线性方程组。【结果】将障碍问

题离散为一个有限维的线性互补问题,而该问题等价于投影问题,于是得到了求解障碍问题的自适应投影算法。【结论】

最后用数值算例验证了算法的有效性,与固定参数的投影算法相比较。数值结果表明参数对自适应投影算法影响较小,

而且该方法收敛速度更快。
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单侧障碍问题是一类经典的非线性问题,在数学和工程领域具有重要的理论意义和实用价值
[1-3]。这类问

题通常很难求得精确解,因此数值方法显得尤为重要。目前已有的方法主要是采用迭代算法
[4-8],文献[8]用有

限差分法将求解的问题离散为线性互补问题,提出了一种简便的投影算法,然而该算法含有两个参数β>0和

η∈(0,2),为了算法收敛性,参数η 的最优范围容易确定为(1,2)。而参数β 太大或太小都将大大减缓收敛速

度,本文针对这一算法中如何合理选取参数β这一问题,提出了求解单侧障碍问题的自适应投影算法
[9-13]。该方

法根据上一步迭代数据自动调整参数β,达到提高算法效率的目的。相关基本思路是参照文献[8]对单侧障碍问

题离散,在基于线性互补问题的简单投影算法基础上,得到一个含可变参数βn 的新方法及相应的参数自动调整

办法,然后通过若干数值算例和已有方法进行了比较。

1单侧障碍问题及其有限差分格式

有以下单侧障碍问题:

-Lv(x)-φ(x)≥0,x∈Ω,

v(x)≥0,x∈Ω,

v(x)(Lv(x)+φ(x))=0,x∈Ω,

v(x)=ψ(x),x∈Γ,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(1)

其中Ω 是Rn(n=1,2)中的有界区域。当n=1时,令Ω=[a,b],则边界Γ 为a,b 两端点,算子L=
∂2

∂x2。当

n=2时,Ω 为平面有界闭区域,它的边界Γ=∂Ω,x=(x1,x2),算子L=
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

。如果已知函数φ∈L
2(Ω),ψ

≥0且ψ∈L
2(Γ),问题(1)等价于变分不等式问题:寻找v∈K,K:={u∈H1(Ω)u≥0,a.e.在Ω 中},使它满足

∫Ω
Ñv·Ñ(u-v)dx≥∫Ω

φ(u-v)dx,∀u∈K ,由文献[2-3]知该变分不等式有唯一解,即问题(1)有唯一解。

首先采用有限差分对问题(1)中的微分算子离散化得:
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-Lhu(x)-φ(x)≥0,x∈Ω,

u(x)≥0,x∈Ω,
u(x)(Lhu(x)+φ(x))=0,x∈Ω,

u(x)=ψ(x),x∈Γ。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(2)

其中向量函数u 表示未知函数v 在网格节点上的近似值,对问题(2)代入已知区域Ω 内的函数φ(x)和边界Γ 上

的函数ψ(x),则上述问题可改写为标准的有限维线性互补问题

u≥0,Au+q≥0,<u,Au+q>=0。 (3)
其中向量q的元素依赖于已知函数ψ(x)及φ(x)。定义非空有界闭凸集C:={u∈RN ui≥0},i=1,2,…,N,

则由文献[1]知互补问题(3)等价于向量变分不等式<u-u*,Au*+q>≥0,∀u∈C。
当n=1,即一维情形时,将区间[a,b]进行N+1等分,则内节点数目为N,则u 为函数v(x)在区域Ω 内网

格节点待求函数值构成的N 维列向量,q∈RN 为已知N 维列向量,A∈RN×N 为三对角矩阵,具体如下:

A=
1
h2

2 -1
-1 2 -1

-1 2 ⋱
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-1 2 -1
-1 2
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,q=

-2φ(x1)+φ(x2)

φ(x1)-2φ(x2)+φ(x3)

︙

φ(xN-3
)-2φ(xN-2

)+φ(xN-1
)

  φ(xN-2
)-2φ(xN-1

)
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。

  当n=2,即二维情形时,记网格剖分的内节点数目为N2,则A∈RN2×N2为如下三对角分块矩阵
[1-2]:

A=
1
h2

B -I
-I B -I

-I B ⋱
⋱ ⋱ -I

-I B -I
-I B
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,B=

4 -1
-1 4 -1
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⋱ ⋱ -1

-1 4 -1
-1 4
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。

其中I为N 阶单位矩阵,B∈RN,q∈RN2为依赖于φ(x)和ψ(x)的已知N2 维列向量,u 为N2 维列向量。特别

地,本文对差分算子使用等步长的差分格式,则矩阵A 为对称正定稀疏矩阵。从而由文献[1]知上述有限维向量

变分不等式问题有唯一解。

2自适应投影算法和收敛性分析

为了求解上述有限维线性互补问题(3)的数值解,考虑文献[8]提出关于问题(3)的改进投影算法。在此以

一维情形为例,二维问题类似可得。
对于向量a∈RN,引入记号[a]+:=max(a,0)。由于问题(3)等价于求解非线性问题e(u,β)=0的零点,其

中e(u,β)=u-[u-β(Au+q)]+。该问题又等价于求解非线性问题u+β(Au+q)=u+β(Au+q)-ηe(u,β),

其中参数η∈(1,2)。从而文献[8]构造了求解问题(3)在迭代过程中的改进投影算法u
(n+1)+β(Au

(n+1)+q)=
u
(n)+β(Au

(n)+q)-ηe(u
(n),β)。这种算法很大程度上会受到参数β的影响,为了改进这种方法,从而达到提高

算法效率的目的,本文提出了自适应投影算法,该方法通过在迭代过程中自动调整参数,用变参数βn 代替常量

参数β,得到变量序列{βn}。下面考虑如何得到变量序列{βn}。
考虑文献[8]中的改进投影算法

u
(n+1)-u

(n)+βA(u
(n+1)-u

(n))=-ηe(u
(n),β),

为了使e(u
(n),β)=0,希望‖u

(n+1)-u
(n)‖≈‖βA(u

(n+1)-u
(n))‖,采用如下方法去选择变参数βn,给定一个常

数μ>0,如果

‖u
(n+1)-u

(n)‖ > (1+μ)‖βnA(u
(n+1)-u

(n))‖,
那么在下次迭代时βn 要增加;如果

‖u
(n+1)-u

(n)‖ <
1

1+μ
‖βnA(u

(n+1)-u
(n))‖,
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那么在下次迭代时βn 要减少。即令ωn=
‖βnA(u

(n+1)-u
(n))‖

‖u
(n+1)-u

(n)‖
,然后让βn+1=

(1+ n
)βn,ωn<

1
1+μ

1
1+ n

æ
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ø
÷βn,ωn>1+μ

βn,其他
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ï
ï
ï

。

为了分析算法收敛,构造一个非负序列{
n
},使其满足

¥

n=0
n<+¥。下面给出了构造序列{

n
}的具体过程。

用cn 计算βn 改变的次数,令c0=0,则cn+1=
cn,

1
1+μ

≤ωn≤1+μ

cn+1,其他

ì

î

í

ïï

ïï

。采用如下方法得到非负序列{
n
},

n=

μ,cn<cn+1和cn+1<cmax

1
(cn+1-cmax)

2,cn<cn+1和cn+1>cmax

0,其他

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

。对于给定的整数cmax>0,很容易知道由以上方法得到的非负序列

{
n
}满足

¥

n=0
n<+ ¥。

下面给出自适应投影算法的详细过程。
算法1 第一步,任取初值u

(0)∈RN,η∈(1,2),β>0,ε>0,并取β0=β,令n=0;

第二步,如果‖e(u
(n),βn)‖¥≤ε,则迭代停止;否则进行下一步;

第三步,求解方程组u
(n+1)+βnAu

(n+1)=u
(n)+βnAu

(n)-ηe(u
(n),βn),得u

(n+1);

第四步,选择下一个参数βn+1,使得
1

1+ n
βn≤βn+1≤(1+ n

)βn,令n:=n+1。返回第二步。

在此算法中,由于
n ≥0并且

¥

n=0
n<+ ¥,则有

¥

n=0

(1+ n
)<+ ¥。令C =

¥

n=0

(1+ n
),则有βn ∈

1
C β0,C β0
é

ë
êê

ù

û
úú 是有界的。

定理1 设u*为(3)式的解,自适应投影算法产生的序列{u
(n)}满足

 ‖u
(n+1)-u* +βn+1A(u

(n+1)-u*)‖2≤(1+ξn)‖u
(n)-u* +βnA(u

(n)-u*)‖2-c‖e(u
(n),βn)‖

2, (4)

其中ξn=2 n+
2

n
,c=η(2-η)。

证明 由自适应投影算法u
(n+1)+βnAu

(n+1)=u
(n)+βnAu

(n)-ηe(u
(n),βn)及文献[8]中引理2的结论

{u-u* +βA(u-u*)}Te(u,β)≥ ‖e(u,β)‖
2+β(u-u*)TA(u-u*)

则有{u-u*+βnA(u-u
*)}Te(u,βn)≥‖e(u,βn)‖

2+βn(u-u
*)TA(u-u*),从而

‖u
(n+1)-u* +βnA(u

(n+1)-u*)‖2=‖u
(n)-u* +βnA(u

(n)-u*)-ηe(u
(n),βn)‖

2=

‖u
(n)-u* +βnA(u

(n)-u*)‖2-2η{u
(n)-u* +βnA(u

(n)-u*)}Te(u
(n),βn)+η

2‖e(u
(n),βn)‖

2 ≤

‖u
(n)-u* +βnA(u

(n)-u*)‖2-2ηβn(u
(n)-u*)TA(u

(n)-u*)-2η‖e(u
(n),βn)‖

2+η
2‖e(u

(n),βn)‖
2=

‖u
(n)-u* +βnA(u

(n)-u*)‖2-2ηβn(u
(n)-u*)TA(u

(n)-u*)-η(2-η)‖e(u
(n),βn)‖

2,
因为A 是正定的,所以

 ‖u
(n+1)-u* +βnA(u

(n+1)-u*)‖2 ≤ ‖u
(n)-u* +βnA(u

(n)-u*)‖2-η(2-η)‖e(u
(n),βn)‖

2,(5)

又因为0<βn+1≤(1+ n
)βn,所以有

‖u
(n+1)-u* +βn+1A(u

(n+1)-u*)‖2 ≤ (1+ n
)2‖u

(n+1)-u* +βnA(u
(n+1)-u*)‖2, (6)

由(5),(6)式有:

‖u
(n+1)-u*+βn+1A(u

(n+1)-u*)‖2≤(1+ n
)2‖u

(n)-u*+βnA(u
(n)-u*)‖2-η(2-η)‖e(u

(n),βn)‖
2。 证毕

定理2 自适应投影算法产生的序列{u
(n)}收敛于(3)的解u*,即lim

n→¥
u
(n)=u*。
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证明 因为
¥

n=0
ξn<+¥,显然有

¥

n=0

(1+ξn)<+¥,令Cs=
¥

i=0
ξi,Cp=

¥

i=n0

(1+ξi)。设u~ 是问题(3)的一个

解,利用(4)式可以得到:

‖u
(n+1)-u~+βn+1A(u

(n+1)-u~)‖2 ≤
n

i=n0

(1+ξi)‖u
(n0)-u~+βn0A(u

(n0)-u~)‖ ≤

Cp‖u
(n0)-u~+βn0A(u

(n0)-u~)‖2,
因此,存在常数C>0,有:

‖u
(n)-u~+βnA(u

(n)-u~)‖2 ≤C,∀n≥0, (7)

显然{u
(n)}是有界的,利用(4)和(6)式,则:

c
¥

n=n0

‖e(u
(n),βn)‖

2
≤ ‖u

(n0)-u~+βn0A(u
(n0)-u~)‖2+

¥

n=n0
ξn‖u

(n)-u~+βnA(u
(n)-u~)‖2 ≤

C+C
¥

n=n0
ξn ≤ (1+Cs)C,

其中c>0是一个常数,由上式可知lim
n→¥

e(u
(n),βn)=0。

设u* 是{u
(n)}的一个聚点且子序列{u

(nj)}收敛于u*,因为e(u,βn)是连续的,则有e(u*,βn)=

lim
j→¥

e(u
(nj),βn)=0,所以u*是问题(3)的一个解。

假设u**≠u*是{u
(n)}的另一个聚点,因为u*是{u

(n)}的聚点,所以存在n1>n0,使得

‖u
(n1)-u* +βn1A(u

(n1)-u*)‖ ≤
1

2 Cp

‖u** -u*‖。

由(4)式可知,对任意n>n1,有:

‖u
(n)-u*‖ ≤ ‖u

(n)-u*+βnA(u
(n)-u*)‖ ≤ (

n-1

i=n1

(1+ξi))
1
2‖u

(n1)-u*+βn1A(u
(n1)-u*)‖ ≤

Cp‖u
(n1)-u*+βn1A(u

(n1)-u*)‖ ≤
1
2‖u

** -u*‖。

因此,有‖u
(n)-u**‖≥‖u**-u*‖-‖u

(n)-u*‖≥
1
2‖u

**-u*‖>0,∀n≥n1,显然与假设矛盾,因此u**

不是{u
(n)}的聚点,即{u

(n)}收敛于u*。

3算例分析

 图1 例1数值解和精确解结果

 Fig.1 Resultsofnumericalsolutionand

 exactsolutionforexample1

为了检验自适应投影算法的性能,对它进行数值验证,算
法中的参数分别取η=1.8,μ=1,ε=10-4。

例1 考虑Ω=[0,4]中的一维问题
[8,13]

-Lv(x)-φ(x)≥0,x∈Ω
v(x)≥0,x∈Ω
v(x)(Lv(x)+φ(x))=0,x∈Ω
v(x)=0,x∈Γ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

,

其中,v(x)=

-
x2

2+
(2- 2)x,x∈[0,1]

x2

2- 2x+1
,x∈(1,2]

0,x∈(2,4]

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

,φ (x)=

-1,x∈[0,1]

1,x∈(1,4]{ 为解析解,图1给出了当步长h=0.02的数值

解与精确解结果,它们是吻合的。
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为了考察不同参数β和不同网格剖分对算法收敛性的影响,表1和表2分别对本文方法和文献[8]中的

算法所需的迭代次数和CPU时间(单位:s)进行了比较。结果表明参数β对自适应投影算法影响较小,该方

法的迭代次数和CPU时间都比文献[8]中的算法少,而且算法比较稳定。
例2 考虑在正方形区域Ω=(-1.5,1.5)×(-1.5,1.5)中的二维问题

[8]

-Lv(x)+2≥0,x∈Ω,

v(x)≥0,x∈Ω,

v(x)(Lv(x)-2)=0,x∈Ω,

v(x)=ψ(x),x∈Γ。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中Dirichlet边界条件由解析解v=
r2

2-ln
(r)-

1
2
,r>1

0,r≤1

ì

î

í

ïï

ïï

确定,r= x2
1+x

2
2。图2给出了当步长h=0.05

自由边界(v=0和v>0的分界线)的数值解与精确解结果,它们也是吻合的。

表1 两种算法随步长变化所需迭代次数情况

Tab.1 Numberofiterationwithrespecttostephforeachmethod

β
改进投影算法 自适应投影算法

h=0.04 h=0.02 h=0.01 h=0.04 h=0.02 h=0.01

10-3 >200 >200 >200 34 46 44

10-2 76 101 100 32 34 34

10-1 >200 >200 >200 29 31 31

100 >200 >200 >200 31 33 33

101 >200 >200 >200 33 36 34

102 >200 >200 >200 33 52 43

103 >200 >200 >200 39 42 41

图2 例2自由边界数值解和精确解结果

Fig.2 Freeboundaryofnumericalsolution
andexactsolutionforexample2

表2 两种算法随步长变化所需CPU时间情况

Tab.2 CPUtimewithrespecttostephforeachmethod

β
改进投影算法 自适应投影算法

h=0.04 h=0.02 h=0.01 h=0.04 h=0.02 h=0.01

10-3 >0.01264 >0.01535 >0.01708 0.00468 0.00272 0.00457

10-2 0.00473 0.01125 0.00796 0.00166 0.00281 0.00247

10-1 >0.01524 >0.01117 >0.01509 0.00141 0.00346 0.00221

100 >0.01199 >0.02457 >0.01806 0.00367 0.00192 0.00235

101 >0.01074 >0.01469 >0.02167 0.00217 0.00209 0.00248

102 >0.01412 >0.01408 >0.02006 0.00166 0.00295 0.00341

103 >0.01421 >0.01144 >0.01668 0.00190 0.00241 0.00302

  对不同参数β和不同网格剖分,表3和表4分别给出了本文方法和文献[8]中的算法所需迭代次数和CPU
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时间。结果同样表明参数β对自适应投影算法影响较小,自适应投影算法的迭代次数和CPU时间都比文献[8]
中的算法少得多,而且算法也很稳定。

表3 两种算法随步长变化所需迭代次数情况

Tab.3 Numberofiterationwithrespecttostephforeachmethod

β
改进投影算法 自适应投影算法

h=0.2 h=0.1 h=0.05 h=0.2 h=0.1 h=0.05

10-3 185 184 183 19 25 31

10-2 27 28 51 17 20 34

10-1 48 160 >200 18 28 34

100 >200 >200 >200 16 30 36

101 >200 >200 >200 22 34 43

102 >200 >200 >200 21 34 51

103 >200 >200 >200 26 40 45

表4 两种算法随步长变化所需CPU时间情况

Tab.4 CPUtimewithrespecttostephforeachmethod

β
改进投影算法 自适应投影算法

h=0.2 h=0.1 h=0.05 h=0.2 h=0.1 h=0.05

10-3 0.15465 5.42513 153.62584 0.02040 0.76876 26.77453

10-2 0.02305 0.79673 43.01595 0.01560 0.68817 29.45808

10-1 0.04092 4.64709 >175.16345 0.01657 0.86972 29.23607

100 >0.16338 >6.01014 >173.66075 0.01303 0.88792 31.25032

101 >0.15870 >3.16536 >177.08763 0.01845 1.01188 37.24913

102 >0.15846 >5.67344 >178.02627 0.01699 0.99652 44.88313

103 >0.15751 >5.73201 >170.17790 0.02316 1.18729 40.08681

4结论

本文提出了求解单侧障碍问题的自适应投影算法,该方法先采用中心差分格式将问题离散为一个线性互补

问题,然后在改进投影迭代算法基础上进一步改进,给出自动调整参数的法则。数值算例结果表明参数对自适

应投影算法影响较小,该方法明显加快了收敛速度。
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ASelf-AdaptionProjectionMethodfortheUnilateralObstacleProblem

ZHONGYanli,YANYueyue,ZHANGShougui
(SchoolofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Theunilateralobstacleproblemplaysanimportantapplicationinvariationinequalitiesandtheexactsolution
doesnotexistorisdifficulttobeobtained,soitisnecessarytofindanumericalmethodfortheproblem.[Methods]Forthis

problem,aprojectionmethodisproposedforthenumericalsolutionoftheproblembyusingthefinitedifferencemethod,and
formulatedasalinearcomplementaryproblem.Thenanalgorithmwithvariableparametersisobtainedbytheprojectionmethod,

andtheparametersareadjustedautomaticallyintheiterativeprocess.Themethodonlyneedstosolveasystemoflinearequations
foreachiteration.[Findings]Theproblemisdiscreditedasafinitedimensionallinearcomplementaryproblemwhichisequivalentto

projectionproblem .Thenaself-adaptionprojectionproblemforthesolutionisobtained.Thedetailprocessofthealgorithmis

presented.Itisverysimpleforustoprovetheconvergenceresultswithprojectionproperties.[Conclusion]Finally,somenumerical
examplesareusedtoverifythevalidityofthealgorithm,comparedwiththeprojectionalgorithm withfixedparameters.The
numericalresultsshowthattheparameterhaslittleeffectontheself-adaptiveprojection method.Furthermore,ourmethod
convergesfaster.
Keywords:unilateralobstacle;finitedifference;linearcomplementary;projectionalgorithm;self-adaptionrule
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