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一类多元copula和拟copula的构造
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摘要:【目的】研究了具有共同对角面函数的一类多元copula和拟copula的构造。【方法】将已有文献中对角面的概念加

以推广,然后定义了一种“⊕”运算,基于这种运算建立了构造多元copula和拟copula的方法。【结果】给出了一类具有共

同对角面函数的多元copula和拟copula,以及这些copula的性质。【结论】为相关统计建模和金融分析提供了描述某种相

依结构的框架。
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随机变量之间的相依性是概率论与数理统计中研究的最广泛的内容之一,但是传统的相依性指标对相依性

的刻画有较大局限性。近些年来利用copula刻画随机变量间相依性的理论越来越受到人们的关注。事实上,

copula不但在相依性的研究中扮演着重要角色,而且还可以用来构造多元的分布函数族。如果有一族copula,
那么根据Sklar定理[1],可以构造出任何指定边缘分布的二元或多元联合分布函数,而这些分布函数族在建模与

模拟方面是非常有用的。因此在给定条件下构造copula族是非常重要的,它揭示了一定条件下的多种相依

关系。
目前文献中较为常见的是二元copula的构造。Nelsen[1]系统总结了构造二元copula的各种方法,如:借助

于Sklar定理的反演法、几何构造法、代数构造法等等,然而这些方法很难推广到多元情形。到目前为止,文献中

也没有系统、成熟的多元copula的构造方法,大部分是特殊情形下的特殊构造。Joe[2-3]曾利用二元copula为边

际分布构造三元copula,或三元以上的copula,但是利用低维copula为边际分布构造高维copula的思想却受到

相容性问题的限制,而相容性问题到目前为止仍然是没有解决的公开问题,可见多元copula的构造是极其困难

的。本文主要讨论了具有共同对角面函数的一类多元copula和拟copula的构造。由于可以利用对角面函数研

究尾部相依参数λU 和λL,而尾部相依参数λU 和λL 在金融和风险管理中有重要研究意义[4-12],因此这样的构造

也具有一定的实际意义。为避免复杂的符号处理,仅在3维情形下展开论述,但是不难将此方法推广到一般n
元情形中。下文的copula和拟copula如无特殊说明,一般指的是三元copula和三元拟copula。

1定义和推广

n元copula是一个n 元联合分布函数在In 上的限制,其中它的一元边际分布为I上的均匀分布,这里I=
[0,1],In=[0,1]×[0,1]×…×[0,1]。它的等价定义如下。

定义1 n 元copula是满足如下两个条件的一个n 元函数C:In→I:
  C1)边界条件:∀u=(u1,u2,…,un)∈I

n,若u1,u2,…,un 至少有一个为0,则C(u)=0;若u1,u2,…,un

除了uk 外全为1,则C(u)=uk,k=1,2,…,n;

  C2)n 增条件:∀a=(a1,a2,…,an),b=(b1,b2,…,bn)∈In,而且a<b,即ai<bi,i=1,2,…,n,都有

VC([a,b])=(-1)κ(c)ΔC(c)≥0,其中[a,b]为n元闭区[a1,b1]×…×[an,bn],c=(c1,c2,…,cn)为该区

间的顶点,即ck 或者等于ak,或者等于bk,κ(c)为ck 等于ak 的个数。
称VC([a,b])为n 元闭区间[a,b]的“C-体积”。实际上,VC([a,b])为一个n 阶差分,即VC([a,b])=
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Δb
aC(t)=Δ

bn
an
Δbn-1

an-1
…Δb1

a1C(t),其中t∈In。

拟copula是copula概念的推广,由Alsina等人[8]引入;随后Genest等人[13]和Cuculescu等人[14]分别给出

了二元拟copula和n 元拟copula的等价性刻画。事实上,该等价性刻画具体操作起来更方便,因而已经成为拟

copula的另一种定义方式。
定义2 n 元拟copula是一个n 元函数Q:In→I,除满足边界条件C1)外,还满足:

Q1)Q 关于每个变元都不减;

Q2)1-Lipschitz条件:∀u= (u1,u2,…,un),v= (v1,v2,…,vn)∈In,都有 Q(u)-Q(v)≤
n

k=1
ui-vi 。

每个copula都是拟copula,反之却不成立,即存在非copula的拟copula,将这种拟copula称为纯粹拟copula。
文献[1]和[15]给出了二元copula(拟copula)对角面δ的概念,并且指出两随机变量尾相依参数λU 和λL 可

用对角面δ表示,即λU=2-δ'C(1
-),λL=δ'C(0

+)。事实上,在一些情况下 Kendall 系数也可用对角面δ 表

示[15]。下面将二元copula(拟copula)对角面的概念,推广到三元情形(n 元情形类似)。
定义3 一个二元函数:δ:I2→I,称为对角面函数,如果满足下列条件:

  i)δ(1,u)=u,(u∈I);

  ii)δ(u,w)≤min(u,w),((u,w)∈I2);

  iii)0≤δ(u',w')-δ(u,w)≤2(u'-u)+(w'-w),其中u'≥u,w'≥w,u,w,u',w'∈I。
不难看出,如果C(u,v,w)是一个copula(或者拟copula),那么δC(u,w)=C(u,u,w)就是一个对角面函

数。此时,将δC(u,w)称C(u,u,w)的对角面。相应地,δC(u,v)=C(u,v,u),δC(v,u)=C(u,v,v)也都是

C(u,v,w)的对角面。copulaC(u,v,w)的对角面函数δC(u,w)有明显的概率含义,例如:如果随机向量(U,V,

W)的联合分布函数为一个copulaC(u,v,w),那么δC(u,w)就是随机向量(max(U,V),W)的联合分布函数在

I上的限制。更一般地,如果随机向量(X,Y,Z)的联合分布函数为H(x,y,z),而且F(x),G(y),Z(z)分别是它的

一元边际分布,C(u,v,w)为相应的copula,那么δC(u,w)=Pr(X≤F
(-1)(u),Y≤G(-1)(u),W≤Z(-1)(w)),其中

F(-1)(u),G(-1)(u),Z(-1)(u)分别为F(x),G(y),Z(z)的拟逆[1]。另外,当w=1时,δC(u,1)=C(u,u,1)为
copula(或者拟copula)C(u,v,1)的对角面。相应地,δC(u,1)=C(u,1,u)和δC(v,1)=C(1,v,v)也都分别是

copula(或者拟copula)C(u,1,w)和C(1,v,w)的对角面。因此,对角面函数δ(·,·)可以表示二元向量的尾

相依参数λU 和λL,甚至,也可以用来研究多元尾相依参数λJ
U 和λJ

L
[7,10-11]。既然尾相依参数是copula对角面的

属性,那么根据对角面来构造不同的copula,就意味着假定随机变量尾相依的特性相同的情况下,构造不同的相

依结构。

2Copula和拟copula的构造

记号说明:TR= (u,v,w)|u≥v,u,v,w∈I{ },TL= (u,v,w)|u≤v,u,v,w∈I{ },D= (u,v,w)|u=v,u,v,w∈I{ }。

显然,TR,TL,D 是单位立方体的三部分。如果δ(u,w)为对角面函数,那么具有共同对角面δ(u,w)的copula
(或拟copula)全体构成的集合记为Cδ(或Qδ),即

Cδ = C(u,v,w)|C(u,v,w)为一个copula,且δ(u,w)=C(u,u,w){ },

Qδ = C(u,v,w)|Q(u,v,w)为一个拟copula,且δ(u,w)=Q(u,u,w){ }。

  定义4 设f1,f2 分别是定义于I3 上的三元函数,则f1 与f2 的“”运算定义如下:

(f1 f2)(u,v,w)=
f1(u,v,w),当(u,v,w)∈TR 时;

f2(u,v,w),当(u,v,w)∈TL\D 时。{
显然(f1f2)(u,v,w)仍然为I3 上的函数。

定理1 设δ(u,w)为一个对角面函数,Q1,Q2∈Qδ,则Q1Q2∈Qδ,即:集合Qδ 相对于“”运算具有封

闭性。
证明 显然Q1Q2 满足边界条件C1)。由于Q1,Q2 关于变元w 都不减,因此Q1Q2 关于w 也不减。

下面证明Q1Q2 关于变元u,v 都不减,而这只需要证明Q1Q2 关于u 不减就可以了(关于变元v 的情况类

似)。设u',u,v,w∈I,而且u<u',要证明Q1Q2(u,v,w)≤Q1Q2(u',v,w)。如果(u,v,w)和(u',v,w)
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图1 C'1 和C'2 的概率质量分布

Tab.1 ProbabilitymassfunctionforC'1andC'2

都属于TR 或都属于TL,那么上面不等式显然成立。如果(u,v,w)∈TL,(u',v,w)∈TR,那么Q1Q2(u,v,

w)=Q2(u,v,w)≤Q2(v,v,w)=δ(v,w)=Q1(v,v,w)≤Q1(u',v,w)=Q1Q2(u',v,w),因而函数Q1
Q2 满足条件Q1)。为了证明Q1Q2 满足1-Lipschitz条件,只需证明Q1Q2 关于每个变元分别满足1-
Lipschitz条件就可以了。因为如果Q1Q2 关于每个变元分别满足1-Lipschitz条件,那么,任取(u',v',w'),
(u,v,w)∈I3 就得

|Q1 Q2(u',v',w')-Q1 Q2(u,v,w)|≤
|Q1 Q2(u',v',w')-Q1 Q2(u,v',w')|+

|Q1 Q2(u,v',w')-Q1 Q2(u,v,w')|+|Q1 Q2(u,v,w')-
Q1 Q2(u,v,w)|≤|u'-u|+|v'-v|+|w'-w|。

Q1Q2 关于变元w 的1-Lipschitz性是显然的。
下面证明Q1Q2 关于变元u 的1-Lipschitz性(对变元v 的1-Lipschitz性类似证明)。设u',u,v,w∈I,

不失一般性,令u≤u',由于Q1,Q2 满足1-Lipschitz条件,所以,只需证明(u,v,w)∈TL\D,(u',v,w)∈TR 的

情形就可以了。此时,

|Q1 Q2(u',v,w)-Q1 Q2(u,v,w)|=Q1 Q2(u',v,w)-Q1 Q2(u,v,w)=
Q1(u',v,w)-Q2(u,v,w)=Q1(u',v,w)-Q1(v,v,w)+Q2(v,v,w)-Q2(u,v,w)≤

u'-v+v-u=u'-u=|u'-u|。 证毕

  由定理1得到,Qδ 相对于“”运算封闭,“”满足结合率,而且是幂等的,但不满足交换律。因此(Qδ,
“”)为一非交换幂等半群。然而,“”运算关于Cδ 并不封闭。

例1 两copula的“”运算结果可以为纯粹拟copula。
首先按照所谓“ShufflesofM”[1]方法构造两个二元copula。设C'1(u,v)和C'2(u,v)分别是概率质量均匀

分布于图1所示的两线段上的copula,则显然它们是两个“ShufflesofM”,而且C'2(u,v)=C'1(v,u),其表达

式为:

C'1(u,v)=
W(u,v),当(u,v)∈ ([0,2/3]×[0,1/3]×[0,1])∪ ([2/3,1]×[1/3,1]×[0,1])时;

max(min(u,v-1/3),min(u-2/3,v)),当(u,v)∈ 其他时;{
C'2(u,v)=

W(u,v),当(u,v)∈ ([0,1/3]×[0,2/3]×[0,1])∪ ([1/3,1]×[2/3,1]×[0,1])时;

max(min(u,v-2/3),min(u-1/3,v)),当(u,v)∈ 其他时。{
其中,W(u,v)=max(u+v-1,0)。然后,令C1(u,v,w)=C'1(u,v)·w,C2(u,v,w)=C'2(u,v)·w,则C1

(u,v,w)和C2(u,v,w)都是三元copula,而且具有共同的对角面函数δC1
(u,v)=δC2

(u,v)=max(0,u-1/3,

2u-1)·w,但是C1C2 却为纯粹拟copula,因为

(C1 C2)(u,v,w)=
W(u,v)·w,当(u,v,w)∈ ([0,1/3]2×[0,1])∪ ([2/3,1]2×[0,1])时;

max(min(u,v-2/3),min(u-2/3,v))·w,当(u,v,w)∈ 其他。{
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从而,VC1C2
([1/3,2/3]2×[0,1])=-1/3。

下面的定理给出了Cδ 相对于“”运算封闭的条件。
定理2 设δ(u,v)为一个对角面函数,C1,C2 是两个以δ(u,v)为对角面的copula,则C1C2 是以δ(u,v)

为对角面的copula的充分必要条件为:

C1(v,u,w')+C2(u,v,w')-C1(v,u,w)-C2(u,v,w)≤
δ(v,w')+δ(u,w')-δ(v,w)-δ(u,w), (1)

其中,(u,v,w),(u,v,w')∈TL,w'>w。类似地,C1C2 是以δ(u,v)为对角面的copula的充分必要条件为:

C1(u,v,w')+C2(v,u,w')-C1(u,v,w)-C2(v,u,w)≤
δ(u,w')+δ(v,w')-δ(u,w)-δ(v,w), (2)

其中,(u,v,w),(u,v,w')∈TR,w'>w。
证明 仅需要考虑n 增性就可以了。如果闭区间S 包含于TL,或者包含于TR,那么根据C1C2 的定义

可知VC1C2
(S)≥0。如果闭区间S 不包含于TL(或者TR),那么S 可以分割为包含于TL(或者TR)的闭区间,

与形如[u,v]2×[w,w']的闭区间的并,其中(u,v,w),(u,v,w')∈TL。因此,C1C2 的n 增性等价于

VC1C2
([u,v]2×[w,w'])≥0。而

VC1C2
([u,v]2×[w,w'])=Δw'w Δ

v
uΔ

v
u((C1 C2)(x,y,z))=δ(v,w')+δ(u,w')-δ(v,w)-δ(u,w)-

C1(v,u,w')-C2(u,v,w')+C1(v,u,w)+C2(u,v,w),
于是定理成立,第二部分的证明类似第一部分的证明。 证毕

设C(u,v,w)为一个copula,Ct(u,v,w)=C(v,u,w),称C(v,u,w)关于u,v对称,当且仅当Ct(u,v,w)=
C(u,v,w)。观察(1),(2)两式结构,得到如下推论。

推论1 设δ(u,v)是一个对角面函数,C1,C2 是两个以δ(u,v)为对角面的copula,而且关于变元u,v 对

称,则C1C2 和C2C1 都是copula的充分必要条件为(1)式成立。

例2 设定义于I2 上的非负二元函数g1,g2,g3 均为g-函数[16],而且

C(u,v,w)=∫
1

0
g1(u,t)·g2(v,t)·g3(w,t)dt,C

t(u,v,w)=∫
1

0
g1(v,t)·g2(u,t)·g3(w,t)dt。

则由文献[16]知,C(u,v,w)和Ct(u,v,w)是具有共同对角面的copula。如果w'>w 时,有

g1(v,t)·g2(v,t)+g1(u,t)·g2(u,t)-2g1(v,t)·g2(u,t)≥0。

成立。那么,根据定理2知CCt 为copula。进一步,如果g1(u,t)·g2(v,t)=g1(v,t)·g2(u,t),那么,由推

论1知CCt 和CtC 均为copula。

3C1⊕C2的绝对连续性

绝对连续copula的构造,在copula的构造中占有重要地位。下面研究C1C2 的绝对连续性。

引理1 如果c(u,v,w)是一个支撑为I3 的密度函数,那么,c(u,v,w)是某一copula的密度函数的充分必

要条件为下面三式同时成立:

∫
1

0∫
1

0
c(u,v,w)dwdv=1,其中u∈I, (3)

∫
1

0∫
1

0
c(u,v,w)dwdu=1,其中v∈I, (4)

∫
1

0∫
1

0
c(u,v,w)dudv=1,其中w ∈I。 (5)

  证明 一方面,如果c(u,v,w)是某个copulaC(u,v,w)的密度函数,那么:

u=C(u,1,1)=∫
u

0∫
1

0∫
1

0
c(t,v,w)dwdvdt, (6)

v=C(1,v,1)=∫
v

0∫
1

0∫
1

0
c(u,t,w)dwdudt, (7)
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w=C(1,1,w)=∫
w

0∫
1

0∫
1

0
c(u,v,t)dudvdt, (8)

其中,上面的积分换序问题,可由富比尼定理保证。将(6),(7)和(8)式的两边分别关于u,v,w 积分,就分别得

到(3),(4)和(5)式。另一方面,如果C(u,v,w)是密度为c(u,v,w)的分布函数,那么:

C(u,v,w)=∫
u

0∫
v

0∫
w

0
c(x,y,z)dzdydx,其中,(u,v,w)∈I3。

由(3),(4)和(5)式,以及富比尼定理得C(u,1,1)=u,C(1,v,1)=v,C(1,1,w)=w。其中,(u,v,w)∈I3。因

此C(u,v,w)的边际分布是I上的均匀分布。故C(u,v,w)为一个copula。 证毕

定理3 如果δ(u,w)是一个对角函数,C1(u,v,w)和C2(u,v,w)均为具有共有对角面δ(u,w)的绝对连

续copula,它们的密度函数为c1(u,v,w)和c2(u,v,w),而且满足:

∫
u

0∫
w

0
c1(u,v,z)dzdv=∫

u

0∫
w

0
c2(u,v,z)dzdv,其中u,v,w ∈I, (9)

∫
1

0∫
u

0
c1(u,v,w)dvdu+∫

1

0∫
v

0
c2(u,v,w)dudv=1,其中u,v,w ∈I, (10)

那么,C1C2 为绝对连续的copula,而且密度函数为c1c2。
证明 在(9)式中,令w=1,并且两边关于u,从0到1积分得,

∫
1

0∫
u

0∫
1

0
c1(u,v,w)dwdvdu=∫

1

0∫
u

0∫
1

0
c2(u,v,w)dwdvdu,

即∭TR
c1(u,v,w)dV=∭TR

c2(u,v,w)dV,从而∭TL
c1(u,v,w)dV=∭TL

c2(u,v,w)dV。

于是,∭I3
(c1 c2)(u,v,w)dV =1。 所以c1c2 为I3 上的密度函数。因为δ(u,w)是C1(u,v,w)和

C2(u,v,w)共同的对角面,所以对于i=1,2成立:

δ(u,w)=Ci(u,u,w)=∫
u

0∫
u

0∫
w

0
ci(x,y,z)dzdydx=

∫
u

0∫
x

0∫
w

0
ci(x,y,z)dzdydx+∫

u

0∫
u

x∫
w

0
ci(x,y,z)dzdydx=

∫
u

0∫
x

0∫
w

0
ci(x,y,z)dzdydx+∫

u

0∫
y

0∫
w

0
ci(x,y,z)dzdxdy,

进而∂δ(u,w)
∂u =∫

u

0∫
w

0
ci(u,y,z)dzdy+∫

u

0∫
w

0
ci(x,u,z)dzdx。

于是得

∫
u

0∫
w

0
c1(u,y,z)dzdy+∫

u

0∫
w

0
c1(x,u,z)dzdx=∫

u

0∫
w

0
c2(u,y,z)dzdy+∫

u

0∫
w

0
c2(x,u,z)dzdx , (11)

将(9)式代入(11)式得,

∫
u

0∫
w

0
c1(x,u,z)dzdx=∫

u

0∫
w

0
c2(x,u,z)dzdx。 (12)

应用引理1和(12)式,以及c1(u,v,w)为C1(u,v,w)的密度函数,得

∫
1

0∫
1

0
(c1 c2)(u,v,w)dwdu=∫

v

0∫
1

0
(c1 c2)(u,v,w)dwdu+∫

1

v∫
1

0
(c1 c2)(u,v,w)dwdu=

∫
v

0∫
1

0
c2(u,v,w)dwdu+∫

1

v∫
1

0
c1(u,v,w)dwdu=

∫
v

0∫
1

0
c1(u,v,w)dwdu+∫

1

v∫
1

0
c1(u,v,w)dwdu=1,(对任意的v∈I) (13)

同理由(9)式和引理1得,对于任意的u∈I成立,

∫
1

0∫
1

0
(c1 c2)(u,v,w)dwdu=1。 (14)

而且由(10)式得,对于任意的w∈I成立,
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∫
1

0∫
1

0
(c1 c2)(u,v,w)dudv=∫

1

0∫
v

0
(c1 c2)(u,v,w)dudv+∫

1

0∫
1

v
(c1 c2)(u,v,w)dudv=

∫
1

0∫
v

0
c2(u,v,w)dudv+∫

1

0∫
u

0
c1(u,v,w)dvdu=1。 (15)

由(13),(14)和(15)式以及引理1得,c1c2 是某一copula的密度函数。进一步,当(u,v,w)∈TR 时,由(12)
式得

∫
u

0∫
v

0∫
w

0
(c1 c2)(x,y,z)dzdydx=∫

v

0∫
v

0∫
w

0
(c1 c2)(x,y,z)dzdydx+

∫
u

v∫
v

0∫
w

0
(c1 c2)(x,y,z)dzdydx=∫

v

0∫
x

0∫
w

0
(c1 c2)(x,y,z)dzdydx+

∫
v

0∫
v

x∫
w

0
(c1 c2)(x,y,z)dzdydx+∫

u

v∫
v

0∫
w

0
(c1 c2)(x,y,z)dzdydx=

∫
v

0∫
x

0∫
w

0
c1(x,y,z)dzdydx+∫

v

0∫
y

0∫
w

0
c2(x,y,z)dzdxdy+∫

u

v∫
v

0∫
w

0
c1(x,y,z)dzdydx=

∫
v

0∫
x

0∫
w

0
c1(x,y,z)dzdydx+∫

v

0∫
y

0∫
w

0
c1(x,y,z)dzdxdy+∫

u

v∫
v

0∫
w

0
c1(x,y,z)dzdydx=

∫
u

0∫
v

0∫
w

0
c1(x,y,z)dzdydx=C1(u,v,w)。

  类似地,当(u,v,w)∈TL 时,由(9)式可以有

∫
u

0∫
v

0∫
w

0
(c1 c2)(x,y,z)dzdydx=∫

u

0∫
v

0∫
w

0
c2(x,y,z)dzdydx=C2(u,v,w),

故 (C1C2)(u,v,w)=∫
u

0∫
v

0∫
w

0
(c1c2)(x,y,z)dzdydx。如果c(u,v,w)是一个copulaC(u,v,w)的密度

函数,那么∂C
∂u
(u,u,w)=∫

u

0∫
w

0
c(u,y,z)dzdy,于是有以下推论。

推论2 将定理3中(9)式替换为

∂C1

∂u
(u,u,w)=

∂C2

∂u
(u,u,w),u,v∈I, (16)

而其他条件不变,则该定理仍然成立。
显然(16)式比(9)式更方便计算。
例3 设Cθ(u,v,w)= uv[1-θ(u-v)2]+θu-v (uv-min(u2,v2)){ }·w,其中(u,v)∈I2,θ∈[-3,1]。

经验算可知这是一个绝对连续copula族,它们有共同的对角面δ(u,w)=u2w。应用推论2可算得:∀θ1,θ2∈
[-3,1],都有Cθ1Cθ2

为绝对连续copula。

4结束语

由于copula(拟copula)能为统计分析和金融分析提供描述某种相依结构的框架,所以近些年来发展迅速。
目前二元copula(拟copula)的研究较为成熟,多元copula(拟copula)的研究相对较少,特别是多元copula(拟

copula)的构造是研究中的难点。本文提供了一种构造多copula的方法。该方法形式简单,而且有明确的应用

背景,因而不失为一种好的方法。
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AClassoftheConstructionofMultivariateCopulasandQuasi-copulas

MAZiqi,BAIXiaodong
(SchoolofScience,DalianMinzuUniversity,LiaoningDalian116600,China)

Abstract:[Purposes]Inthispaper,Theconstructionofaclassofmultivariatecopulasandquasi-copulasisinvestigatedwiththe

commondiagonalsectionfunction.[Methods]Thenotionofdiagonalsectionontheformerliteratureisgeneralized,andanoperation

isputforwardwhichisdenotedby“⊕”.Thenbasedonthisoperation,amethodoftheconstructionofmultivariatecopulasand

quasi-copulasisstudied.[Findings]Aclassofmultivariatecopulasandquasi-copulaswiththecommondiagonalsectionfunctionis

given,anditspropertiesisdiscussed.[Conclusions]Theseprovidesomedependenceframeforstatisticalmodelingandfinancial

analysis.

Keywords:copula;quasi-copula;Lipschitzcondition;densityfunction
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