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一类非局部问题正解的存在性与多重性
*

蔡志鹏,储昌木,雷春雨

(贵州民族大学 数据科学与信息工程学院,贵阳550025)

摘要:【目的】研究一类非局部问题在无界域上的可解性,探索其正解的存在性和多重性条件。【方法】利用Ekeland’s变

分原理和山路引理等变分方法,分析该问题对应泛函的几何结构。【结果】获得了两个正解的存在性,其中一个是负能量

解和一个是正能量解。【结论】结果表明,该类非局部问题具有变分结构,可以通过变分法技巧加以研究。此外,相关结果

对相关领域的数学模型提供了理论支撑。
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1主要结果

1883年,Kirchhoff
[1]将数学模型utt- (a+b∫Ω

Ñu 2dx)Δu=f(x,u)用于描述弹性梁在横向振动过程中

的长度变化。该模型与Kirchhoff型椭圆方程

- (a+b∫Ω
Ñu 2dx)Δu=λf(x,u),x∈Ω

u=0,x∈∂Ω{ (1)

密切相关,其中a,b>0为常数,Ω 是RN 上的一个有界光滑区域。自Lions
[2]介绍该问题的一个抽象框架后,

Kirchhof方程引起了广大学者的关注。文献[3-6]利用变分的方法获得了问题(1)正解的存在性,文献[7-8]讨
论了无界区域情形。此外,文献[9]利用下降流的不变集理论讨论了该类问题的变号解的存在性。

最近,Yin等人
[10]研究了非局部问题

- (a-b∫Ω
Ñu 2dx)Δu= u p-2u,x∈Ω,

u=0,x∈∂Ω。{ (2)

其中a,b>0为常数,Ω 是在RN 上的一个有界光滑区域,2<p<2*(当 N≥3时,2*=
2N
N-2

;当 N=1,2时,

2*=¥),并利用山路引理获得了问题(2)一个非平凡非负解和一个非平凡非正解的存在性。然而,在无界域上

尚未有文献考虑该类问题。因此,受文献[10]的启发,本文考虑方程

- (a-b∫R3
Ñu 2dx)Δu=λf(x)uq-1,x∈R3

u∈D1,2(R3)

ì

î

í

ïï

ïï

(3)

正解的存在性与多重性,其中a,b>0,1<q<2,λ>0,f>0,且f∈L
6
6-q(R3)。

在Sobolev空间D1,2(R3)中取范数 ‖u‖= (∫R3
Ñu 2dx )

1
2
,且Lp(R3)中的范数记为 · p

,则问题(3)对

应的能量泛函为Iλ(u)=
a
2‖u‖

2 -
b
4‖u‖

4 -
λ
q∫R3

f(x)(u+)qdx,u ∈ D1,2(R3)。 若对任意的v ∈
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D1,2(R3),均有(a-b‖u‖2)∫R3
(Ñu,Ñv)dx-λ∫R3

f(x)(u+)q-1vdx=0,则称u 是问题(3)的一个弱解。

本文的主要结果是如下定理。

定理1 若a,b>0,1<q<2,λ>0,f>0且f∈L
6
6-q(R3),则∃λ*>0,使得∀λ∈(0,λ*),问题(3)至少存

在两个正解。

2预备知识

引理1 若a,b>0,1<q<2,λ>0,f>0且f∈L
6
6-q(R3),则Iλ 满足(PS)条件。

证明 令{un}是Iλ 的一个(PS)序列,则存在c>0使得对任意{un}⊂D1,2(R3),有:

Iλ(un)→c,I'λ(un)→0,n→ ¥。 (4)

根据(4)式有b‖un‖
4=a‖un‖

2-λ∫R3
f(x)(u+

n)
qdx+o(1)≤a‖un‖

2-λ∫R3
f(x)(u+

n)
qdx。由于1<

q<2,f>0,f∈L
6
6-q(R3),所以{un}在D1,2(R3)有界。因此存在{un}的一个收敛子列,不妨仍记为{un}。则

当n→ ¥时,

un⇀u*,u* ∈L6(R3),

un →u*,u* ∈Ls
loc(R

3),1≤s<2*,

un(x)→u*(x),a.e.R
3。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(5)

根据(4)式,当n→¥时,有:
<I'λ(un)-I'λ(u*),un -u*>→0, (6)

并且

<I'λ(un)-I'λ(u*),un -u*>=(a-b‖un‖
2)∫R3

Ñun·Ñ(un -u*)dx-λ∫R3
f(x)(u+

n)
q-1(un -u*)dx-

(a-b‖u*‖
2)∫R3

Ñu*·Ñ(un -u*)dx-λ∫R3
f(x)(u+

*)
q-1(un -u*)dx=

a∫R3
Ñ(un -u*)

2dx-b‖un‖
2∫R3

Ñun·Ñ(un -u*)dx+b‖u*‖
2∫R3

Ñu*·Ñ(un -u*)dx-

λ∫R3
f(x)((u+

n)
q-1-(u+

*)
q-1)(un -u*)dx=a‖un -u*‖

2-b‖un‖
2∫R3

Ñun·Ñ(un -u*)dx+

b‖u*‖
2∫R3

Ñu*·Ñ(un -u*)dx-λ∫R3
f(x)((u+

n)
q-1-(u+

*)
q-1)(un -u*)dx. (7)

由un⇀u*,u*∈L
6(R3)和{un}在D1,2(R3)有界,故

b‖un‖
2∫R3

Ñun·Ñ(un -u*)dx→0, (8)

b‖u*‖
2∫R3

Ñu*·Ñ(un -u*)dx→0。 (9)

  对任意的ρ>0,有

∫R3
f(x)((u+

n)
q-1-(u+

*)
q-1)(un -u*)dx =∫x >ρ+1

f(x)((u+
n)

q-1-(u+
*)

q-1)(un -u*)dx +

∫x ≤ρ+1
f(x)((u+

n)
q-1-(u+

*)
q-1)(un -u*)dx , (10)

对(10)式等号右边第一项运用Hölder不等式得

∫x >ρ
f(x)((u+

n)
q-1-(u+

*)
q-1)(un -u*)dx ≤∫x >ρ

f(x)(un
q + u*

q + un
q-1 u* +

u*
q-1 un )dx= (∫x >ρ

f(x)
6
6-qdx)

6-q
6

( un
q
6+ u*

q
6+ un

q-1 u*

q

6
+ u*

q-1 un

q

6
) ≤

4C (∫x >ρ
f(x)

6
6-qdx)

6-q
6

≤
ε
2
。 (11)
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其中ε>0,ρ充分大。因为{un}在D1,2(R3)有界,所以存在一个常数M >0,使得 (∫x ≤ρ+1
un

6dx )
q
6

≤M。

令Ω={x∈R3:x ≤ρ+1},E⊂Ω,由∫E
f(x)

6
6-qdx 的等度连续性知,对任意的η>0,存在δ>0,当

m(E)<δ 时,有

∫E
f(x)(u+

n)
qdx≤∫E

f(x)un
qdx≤ un

q
6∫E

f(x)
6
6-qdx( )

6-q
6

<Mq
η,

则根据Vitali收敛定理得:

lim
n→¥∫x ≤ρ+1

f(x)(u+
n)

qdx=∫x ≤ρ+1
f(x)(u+

*)
qdx。 (12)

结合(11)和(12)式,当n→¥时∫R3
f(x)((u+

n)
q-1-(u+

*)
q-1)(un -u*)dx <ε,即:

∫R3
f(x)((u+

n)
q-1-(u+

*)
q-1)(un -u*)dx →0。 (13)

结合(7),(8),(9)和(13)式有:
<I'λ(un)-I'λ(u*),un -u*>=a‖un -u*‖

2。 (14)
由(6),(14)式得‖un-u*‖→0,即un→u*。因此,Iλ(u)满足(PS)条件。 证毕

引理2 若a,b>0,1<q<2,λ>0,f>0,且f∈L
6
6-q(R3),则存在r,ρ,Λ0>0,使得对任意λ∈(0,Λ0),

Iλ(u)满足 inf
u∈BR(0)

Iλ(u)<0<ρ< inf
u∈∂BR(0)

Iλ(u)。

证明 对任意的u∈D1,2(R3),由Poincaré不等式知:

Iλ(u)=
a
2‖u‖

2-
b
4‖u‖

4-
λ
q∫R3

f(x)(u+)qdx≥
a
2‖u‖

2-
b
4‖u‖

4-

λ
q∫R3

f(x)u qdx≥
a
2‖u‖

2-
b
4‖u‖

4-
λ
q f 6

6-q (∫R3
u6dx)

q
6

=
a
2‖u‖

2-
b
4‖u‖

4-

λc
q f 6

6-q
‖u‖q =‖u‖q a

2‖u‖
2-q -

b
4‖u‖

4-q -
λc
q f 6

6-q

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。

其中c是与u 无关的常数。令g(t)=
a
2t

2-q-
b
4t

4-q,则存在一个正常数r= 2a
(2-q)

b(4-q)
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

,使得max
t>0

g(t)=

g(r),且g(r)>0。取ρ=
rqg(r)
2

,记Λ0=
qg(r)

2c f(x) 6
6-q

,对任意的λ∈(0,Λ0),有Iλ(u)u∈∂Br(0)
>ρ。

因为f>0,所以存在φ0 ∈C¥

0(R
3)⊂D1,2(R3),使得λ

q∫R3
f(x)(φ

+
0)

qdx >0。又对t>0,由Iλ(tφ0)=

at2

2 ‖φ0‖
2-

bt4

4‖φ0‖
4-

λtq

q∫R3
f(x)(φ

+
0)

qdx,且1<q<2可知,存在t0 >0,使得Iλ(t0φ0)<0,因此

inf
u∈BR(0)

Iλ(u)<0。 证毕

引理3 假设∀λ∈(0,Λ0),对于给定的r,能量泛函Iλ 满足条件:1)若u∈SR,有Iλ(u)>0。2)∃e∈
D1,2(R3),当‖e‖>r时,使得Iλ(u)<0。

证明 1)当λ<Λ0 时,由引理2得Iλ(u)>0。

2)对u∈D1,2(R3)\{0},有Iλ(tu)=
a
2‖tu‖

2-
b
4‖tu‖

4-
λ
q∫R3

f(x)(tu+)qdx≤
at2

2‖u‖
2-

bt4

4‖u‖
4。所

以当t→+¥,Iλ(tu)→-¥。因此可以找到e∈D1,2(R3),使得当‖e‖>r时,有Iλ(u)<0。 证毕

3定理1的证明

1)证明 (第1个解)记d= inf
u∈Br(0)

Iλ(u),在Br(0)运用Ekeland’s变分原理知,存在Iλ(u)一个极小化序列

{un}⊂Br(0),使得Iλ(un)≤ inf
u∈Br(0)

Iλ(u)+
1
n
,且∀v⊂Br(0)有Iλ(v)≥Iλ(un)-

1
n‖v-un‖。
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于是当n→¥时,I'λ(un)→0,Iλ(un)→d。因为{un}有界且Br(0)是闭凸集,所以存在uλ∈Br(0)⊂D1,2(R3)

和{un}一个子序列,仍记为{un},使得当n→¥,有un⇀uλ。因为Iλ(un )=Iλ(un),根据引理1,知在D1,2(R3)

有un→uλ,根据(4)式有‖u-
λ ‖=<I'λ(uλ),-u

-
λ >=0,这表明uλ≥0,又当n→¥时,d=Iλ(un)=Iλ(uλ)<0=

Iλ(0),则uλ≢0。由嵌入定理知uλ∈L
6(R3),又f∈L

6
6-q(R3),通过弱解的正则性得uλ∈W2,6q(R3),再运用嵌

入定理有uλ∈C
1,α(R3),运用Harnack不等式得到uλ>0,a.e.uλ∈R3。

2)证明 (第2个解)让λ*=min(0,Λ0),那么当0<λ<λ*时,由引理1~引理3和山路引理
[11]知,存在一

个序列{un}⊂D1,2(R3),使得Iλ(un)→c,I'λ(un)→0,其中

c=inf
γ∈Γ
max

t∈[0,1]
Iλ(γ(t)),Γ={γ∈C([0,1],D1,2(R3)):γ(0)=uλ,γ(1)=e}。

由引理1,{un}有一个收敛的子列,仍记为{un},因此存在vλ∈D1,2(R3),使得在D1,2(R3)中,有un→vλ。可得

vλ 是问题(3)的一个非负弱解,并且Iλ(vλ)=limn→+¥
Iλ(un)=c>0。因此与第一个解的证明类似推出vλ≢0,所以

vλ>0,a.e.vλ∈D1,2(R3)。 证毕
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ExistenceandMultiplicityofPositiveSolutionsforaClassofNonlocalProblems

CAIZhipeng,CHUChangmu,LEIChunyu
(SchoolofDataScienceandInformationEngineering,GuizhouMinzuUniversity,Guiyang550025,China)

Abstract:[Purposes]Considerthesolvabilityofaclassofnonlocalproblemsonunboundeddomainanddiscusstheexistenceand
multiplicityconditionsofitspositivesolutions.[Methods]Thegeometricstructureoftheassociatedfunctionalwasanalyzedbyusing
thevariationalmethodofEkeland’svariationalprincipleandMountainpasslemma,andsoon.[Findings]Theexistenceoftwo
positivesolutionsisobtained,whichareanegativeenergysolutionandapositiveenergysolution.[Conclusion]Itisshownthatthese
nonlocalproblemshaveavariationalstructure.Therefore,theymaybestudiedbysomevariationalmethods.Inaddition,the
relevantresultscouldprovideatheoreticalsupportforsomemathematicalmodelsinrelatedfield.
Keywords:nonlocalproblems;Ekeland’svariationalprinciple;mountainpasslemma;positivesolution
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