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一类鲁棒多目标优化问题的标量化性质
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摘要:【目的】对多目标优化问题的鲁棒有效解和鲁棒弱有效解的一些性质进行研究。【方法】对鲁棒标量化问题的最优解

与多目标优化问题的鲁棒有效解与鲁棒弱有效解之间的关系进行研究,建立了鲁棒弱有效解的一些充分与必要条件,鲁
棒有效解的一个充分条件。对提出的鲁棒标量化问题与两类经典的鲁棒标量化问题最优解之间的关系进行讨论,并利用

具体例子对主要结果进行解释。【结果】将确定性多目标优化问题的标量化模型推广到鲁棒情形,提出了一类新的鲁棒标

量化问题。【结论】所得的结果是对最近一些研究工作的改进与推广。
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1预备知识

近年来,关于多目标优化的理论、方法及应用研究已取得大量成果。特别地,标量化方法作为研究多目标优

化问题非常重要的方法之一受到许多学者的关注
[1-4]。最近,针对具有不连通可行集的多目标优化问题,

Burachik等人
[5]通过将经典的加权标量化方法和约束法相结合提出了处理多目标优化问题的一个新的标量化

方法,进而获得多目标优化问题有效解和弱有效解的一些标量化性质。
众所周知,许多的实际问题可能都具有一些不确定性因素,而处理具有不确定性因素的常见方法包括随机

规划方法与鲁棒优化方法
[6-7]。特别地,最近一些学者对鲁棒多目标优化问题开展了一系列研究,提出了鲁棒多

目标优化问题的各类解的定义,获得了各类解的一些基本性质
[8-12]。其中,Zamani等人

[11]考虑了目标函数具有

扰动项的多目标优化问题,针对这类问题提出了新的鲁棒有效解概念,并在非光滑意义下研究了这类问题的鲁

棒有效解和真有效解的一些最优性必要条件和充分条件;Köbis
[12]利用标量化方法研究了数值鲁棒优化问题与

无约束多目标优化问题之间的一些关系。
受文献[5,7-8,12]等研究工作的启发,本文主要将文献[5]中的结果推广到鲁棒多目标情形,利用标量化

方法建立了鲁棒弱有效解的一个充要条件与鲁棒有效解的一个充分条件,讨论了本文所提出的鲁棒标量化问题

与两类经典的鲁棒标量化问题最优解之间的关系。
考虑如下多目标优化问题:

(MOP)min(f1(x,μ1),f2(x,μ2),…,fp
(x,μp

)),

s.t.x∈F1={x∈Rn gj
(x,νj

)≤0,j=1,2,…,l},

其中fi:R
n×Rmi→R(i=1,2,…,p)与gj

:Rn×Rmj→R(j=1,2,…,l)均为连续函数,μi∈ i⊆Rmi,νj∈ j⊆
Rmj 且 i 与 j 均为紧集。考虑(MOP)的如下鲁棒多目标问题:

(RMOP)min ( max
μ1∈ 1

f1(x,μ1),max
μ2∈ 2

f2(x,μ2),…,max
μp∈ p

fp
(x,μp

)),

s.t.x∈F2={x∈Rn max
νi∈ i

gj
(x,νj

)≤0,j=1,2,…,l}。
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  定义1
[7] i)称(RMOP)的可行解x∈F2 为(MOP)的鲁棒可行解;ii)如果x∈F2 为(RMOP)的弱有效

解,则称x 为(MOP)的鲁棒弱有效解;iii)如果x∈F2 为(RMOP)的有效解,则称x 为(MOP)的鲁棒有效解。

令W+={ω∈Rp ωi≥0,∑
p

i=1
ωi=1},W++ ={ω∈Rp ωi>0,∑

p

i=1
ωi=1}。基于Burachik等人

[5]提出的处

理确定性多目标优化问题的标量化方法,对于固定的k∈{1,2,…,p}与ω∈W++,本文引入如下鲁棒标量化问题:

(RSPk
1)minωk max

μk∈ k
fk x,μk( ) ,

s.t.x∈Fk
ω ={x∈F2 ωi max

μi∈ i
fi(x,μi)≤ωk max

μk∈ k
fk(x,μk),i=1,2,…,p,i≠k}。

  引理1 对每一个固定的ω∈W ++,F2=∪
p

k=1
Fk

ω。

证明 由Fk
ω 的定义可知,Fk

ω⊆F2,故∪
p

k=1
Fk

ω⊆F2。反之,对任意给定的x∈F2,可取k∈{1,2,…,p}满足

ωk max
μk∈ k

fk x,μk( )=max
1≤i≤p

ωi max
μi∈ i

fi(x,μi)。因此,x∈Fk
ω,即F2⊆∪

p

k=1
Fk

ω。 证毕

2鲁棒多目标优化的标量化性质

类似于文献[5]中的思想,不失一般性,本部分假定min
1≤i≤p

{min
x∈F2

max
μi∈ i

fi(x,μi)}>0。下面主要利用鲁棒标量

化问题(RSPk
1)给出(MOP)的鲁棒(弱)有效解的一些标量化性质。

定理1 x∈F2 为(MOP)的鲁棒弱有效解当且仅当存在ω∈W ++使得对任意的1≤k≤p,x 为(RSPk
1)的最

优解。
证明 假定x∈F2,存在ω∈W ++使得对任意的1≤k≤p,x 为(RSPk

1)的最优解且x 不是(MOP)的鲁棒弱

有效解。则存在x∈F2 使得对任意的1≤i≤p,有:

max
μi∈ i

fi x,μi( ) < max
μi∈ i

fi(x,μi)。 (1)

因为x∈F2,则由引理1知,存在i0∈{1,2,…,p}使得x∈Fi0
ω 。由(1)式可知

max
μi0
∈ i0

fi0 x,μi0
( ) < max

μi0
∈ i0

fi0 x,μi0
( ) 。

  由于ω∈W ++,故ωi0 maxμi0
∈ i0

fi0 x,μi0
( )<ωi0 maxμi0

∈ i0

fi0 x,μi0
( )。这与对任意的1≤k≤p,x 为(RSPk

1)的最

优解矛盾。

假定x∈F2 为(MOP)的鲁棒弱有效解。因为min
1≤i≤p

{min
x∈F2

max
μi∈ i

fi(x,μi)}>0,所以可取:

ωi=
1/max

μi∈ i
fi(x,μi)

∑
p

j=1
1/max

μj∈ j
fj
(x,μj

)
>0,i=1,2,…,p。 (2)

假设存在i0∈{1,2,…,p}使得x 不是(RSPk
1)的最优解,则存在x∈Fi0

ω 使得:

ωi0 maxμi0
∈ i0

fi0
(x,μi0

)<ωi0 maxμi0
∈ i0

fi0
(x,μi0

)。 (3)

由x∈Fi0
ω 可得:

ωi max
μi∈ i

fi(x,μi)≤ωi0 maxμi0
∈ i0

fi0
(x,μi0

),i=1,2,…,p,i≠i0。 (4)

由(2)~(4)式可得:

max
μi∈ i

fi(x,μi)<
ωi0

ωi
max
μi0
∈ i0

fi0
(x,μi0

)=max
μi∈ i

fi(x,μi),i=1,2,…,p,i≠i0。 (5)

由(2),(3)和(5)式可知,对任意的1≤i≤p,max
μi∈ i

fi(x,μi)<max
μi∈ i

fi(x,μi)。这与x∈F2 为(MOP)的鲁棒弱

有效解产生矛盾。 证毕
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注1 令Sk
ω 为(RSPk

1)的最优解集。注意到定理1中,若存在ω∈W ++使得对任意的1≤k≤p,x 为(RSPk
1)

的最优解,即x∈∩
p

k=1
Sk

ω,则ω 取法唯一且可表示为(2)式的形式。

事实上,若存在ω̂ 使得x∈∩
p

k=1
Sk

ω̂,则对任意的1≤k≤p,i≠k,ω̂imax
μi∈ i

fi(x,μi)=ω̂kmax
μk∈ k

fk(x,μk)。而由

x∈∩
p

k=1
Sk

ω 可知,对任意的1≤k≤p,i≠k,ωimax
μi∈ i

fi(x,μi)=ωk max
μk∈ k

fk(x,μk)。故有
ωi

ωk
=
max
μk∈ k

fk(x,μk)

max
μi∈ i

fi(x,μi)
=
ω̂i

ω̂k

,

i=1,2,…,p,i≠k。

因为∑
p

i=1
ωi=∑

p

i=1
ω̂i=1,所以1

ωk
=1+∑

i≠k

ωi

ωk
=1+∑

i≠k

max
μk∈ k

fk(x,μk)

max
μi∈ i

fi(x,μi)
=1+∑

i≠k

ω̂i

ω̂k

=
1
ω̂k

,则对任意的1≤

k≤p,ωk =ω̂k,即ω=ω̂。
注2 定理1中x∈F2 为(MOP)的鲁棒弱有效解不能加强为鲁棒有效解。
例1 令f1=x1-2+μ1,f2=x2+1+μ2,g1=(x1-1.5)(x2-1.5)+ν1,且:μ1∈ 1=[-0.5,2],μ2∈

2=[-3,-1],ν1∈ 1=[-1,0]。

取x= 1.5,1.25( ),ω1=
5
11
,ω2=

6
11
。可验证x 为标量化问题(RSPk

1)(k=1,2)的最优解。显然,x 是(MOP)的

鲁棒弱有效解但不是鲁棒有效解。
下面在适当的凸性条件下加强定理1的结果到鲁棒有效解的情形。
定理2 假定F2 为凸集且fi(·,μi)(i=1,2,…,p)为定义在F2 上的严格凸函数,则(MOP)的鲁棒弱有

效解集与鲁棒有效解集相同。
证明 假定x∈F2 为(MOP)的鲁棒弱有效解。仅需证明x 是(MOP)的鲁棒有效解。若不然,则存在x∈

F2 使得对任意的1≤i≤p,max
μi∈ i

fi(x,μi)≤max
μi∈ i

fi(x,μi),且存在i0∈{1,2,…,p}使得:

max
μi0
∈ i0

fi0
(x,μi0

)< max
μi0
∈ i0

fi0
(x,μi0

)。

  因为F2 为凸集,所以对任意的λ∈(0,1),x̂=λx+(1-λ)x∈F2。从而由fi(·,μi)在F2 上的严格凸性可

知,对任意的1≤i≤p,有:

fi(x̂,μi)=fi(λx+(1-λ)x,μi)<λfi(x,μi)+(1-λ)fi(x,μi)≤
λmax

μi∈ i
fi(x,μi)+(1-λ)max

μi∈ i
fi(x,μi)≤λmax

μi∈ i
fi(x,μi)+(1-λ)max

μi∈ i
fi(x,μi)=max

μi∈ i
fi(x,μi)。

从而对任意的1≤i≤p,max
μi∈ i

fi(x̂,μi)<max
μi∈ i

fi(x,μi)。这与x 是(MOP)的鲁棒弱有效解矛盾。 证毕

定理1表明:若存在ω̂ 使得x∈∩
p

k=1
Sk

ω̂,即∩
p

k=1
Sk

ω̂≠∅,则可以找到(MOP)的鲁棒弱有效解。下面的结果在

∩
p

k=1
Sk

ω̂可能为空的条件下给出鲁棒有效解的一个充分条件。

定理3 设存在ω∈W ++使得对任意的1≤j≤p,Sj
ω≠∅。若存在k∈{1,2,…,p},xk∈S

k
ω 使得对任意的

m≠k,存在xm∈S
m
ω 且满足 max

μm∈ m
fm(xm,μm)≥ max

μm∈ m
fm(xk,μm),则xk 为(MOP)的鲁棒弱有效解。

证明 不失一般性,假设k=1,即x1∈S
1
ω。假定x1 不是(MOP)的鲁棒弱有效解,则存在x̂∈F2=∪

p

i=1
Fi

ω 使

得对任意的1≤j≤p,max
μi∈ i

fi(x̂,μi)<max
μi∈ i

fi(x1,μi)。

i)若x̂∈F1
ω,则由ω∈W ++可知,ω1 max

μ1∈ 1
f1(x̂,μ1)<ω1 max

μ1∈ 1
f1(x1,μ1)。这与x1∈S

1
ω 矛盾。

ii)若x̂∈Fs
ω,s≠1,则有ωs max

μs∈ s
fs(x̂,μs)<ωs max

μs∈ s
fs(x1,μs)。由条件可知,对任意的s≠1,存在xs∈S

s
ω

满足ωs max
μs∈ s

fs(x̂,μs)<ωs max
μs∈ s

fs(x1,μs)≤ωs max
μs∈ s

fs(xs,μs)。从而有ωs max
μs∈ s

fs(x̂,μs)<ωs max
μs∈ s

fs(xs,μs),

这与xs∈S
s
ω 矛盾。 证毕
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注3 当紧集 i 和 i 均退化为单点集时,本节所建立的定理1~定理3分别退化为Burachik等人
[5]所建

立的定理3.1、命题3.1和命题3.3。

3几类鲁棒标量化问题最优解之间的关系

最近,Ehrgott等人
[8]引入了如下两类鲁棒标量化问题,并获得了一些标量化性质。

(RSP2)minx∈F2
∑
p

i=1
ωi max

μi∈ i
fi(x,μi);

(RSPj
3)minx∈F2

max
μj∈ j

fj
(x,μj

)

s.t.fi(x,μi)≤εi,∀μi ∈ i,εi >0,i=1,2,…,p,i≠j。

下面主要讨论本文提出的鲁棒标量化问题(RSPk
1)与(RSP2)和(RSP

k
3)的最优解之间的一些关系。

定理4 若存在ω∈W +使得x 为(RSP2)的最优解,则存在γ∈W ++使得对任意的1≤i≤p,x 为(RSPk
1)的

最优解。
证明 假定存在ω∈W +使得x 为(RSP2)的最优解。首先证明x 是(MOP)的鲁棒弱有效解。若不然,则存

在x̂∈F2 使得对任意的1≤i≤p,max
μi∈ i

fi(x̂,μi)<max
μi∈ i

fi(x,μi)。由ω∈W +可得:

∑
p

i=1
ωi max

μi∈ i
fi(x̂,μi)<∑

p

i=1
ωi max

μi∈ i
fi(x,μi)。

这与x 为(RSP2)的最优解矛盾。所以x 为(MOP)的鲁棒弱有效解。进而由定理1可知,存在γ∈W ++使得任

意的1≤i≤p,x 为(RSPk
1)的最优解。 证毕

注4 下面的例子表明定理4的逆定理不一定成立。

例2 令f1=x1-0.3+μ1,f2=x2+ 2+μ2,且g1=-x1+ν1,g2=-x2+ν2,g3=-x
2
1-x

2
2+1+ν3。

μ1∈ 1=[0.25,0.3],μ2∈ 2=[- 3,- 2],ν1∈ 1=[-0.5,0],ν2∈ 2=[-1,0],ν3∈ 3=[-1.5,1]。

取γ1=γ2=0.5。可验证(1,1)为(RSPk
1)(k=1,2)的最优解,但不存在ω∈W +使(1,1)为(RSP2)的最优解。

定理5 i)对任意固定的k0,若存在ω∈W ++使得x 为(RSPk0
1 )的最优解,则存在ε使得x 为(RSPk0

3 )的最

优解;

ii)若存在ε使得x 为(RSPk0
3 )的最优解,则存在ω∈W ++使得对任意的1≤i≤p,x 为 RSPi

1( ) 的最优解。

证明 i)假定存在ω∈W ++ 使得x 为(RSPk0
1 )的最优解,则对任意的x∈F2 有ωk0 maxμk0

∈ k0

fk0
(x,μk0

)≤

ωk0 maxμk0
∈ k0

fk0
(x,μk0

),且满足ωi max
μi∈ i

fi(x,μi)≤ωk0 maxμk0
∈ k0

fk0
(x,μk0

),i=1,2,…,p,i≠i0。

因为ω∈W ++,所以对任意的x∈F2 都有

max
μk0
∈ k0

fk0
(x,μk0

)≤ max
μk0
∈ k0

fk0
(x,μk0

), (6)

fi(x,μi)≤ max
μi∈ i

fi(x,μi)≤
ωk0

ωi
max

μk0
∈ k0

fk0
(x,μk0

),i=1,2,…,p,i≠k0。 (7)

取εi=
ωk0

ωi
max

μk0
∈ k0

fk0
(x,μk0

),则由(6),(7)式可知,x 为(RSPk0
3 )的最优解。

ii)假定x 为(RSPk0
3 )的最优解,则对任意的x∈F2 都有 max

μk0
∈ k0

fk0
(x,μk0

)≤ max
μk0
∈ k0

fk0
(x,μk0

),且对任意

的μi∈ i,1≤i≤p,i≠k0,fi(x,μi)≤εi。进而对任意的1≤i≤p,i≠k0,max
μi∈ i

fi(x,μi)≤εi。下证x 为

(MOP)的鲁棒弱有效解。若不然,则存在x̂∈F2 使得对任意的1≤i≤p,max
μi∈ i

fi(x̂,μi)<max
μi∈ i

fi(x,μi)。故有

max
μk0
∈ k0

fk0
(x̂,μk0

)< max
μk0
∈ k0

fk0
(x,μk0

)且max
μi∈ i

fi(x̂,μi)<max
μi∈ i

fi(x,μi)≤εi,i=1,2,…,p,i≠k0。这与x 为

(RSPk0
3 )的最优解矛盾。从而由定理1可知结论成立。 证毕
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OperationsResearchandCybernetics

ScalarizationCharacterizationsforaClassofRobustMulti-ObjectiveOptimizationProblems

ZHANGXiaoqing,ZHAOKequan
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Somepropertiesofrobustefficientsolutionsandrobust weaklyefficientsolutionsfor multi-objective
optimizationproblemsarestudied.[Methods]Therelationshipwasstudiedamongoptimalsolutionsofrobustscalarizationproblems
andtherobustefficientsolutions,robustweaklysolutionsofmulti-objectiveoptimizationproblems,thensomenecessaryand
sufficientconditionsforrobustweaklyefficientsolutionandalsoasufficientconditionforrobustefficientsolutionwereestablished.
Moreover,therelationshipisdiscussedforoptimalsolutionsamongtheproposedrobustscalarizationproblemandtwoclassical
robustscalarizationproblems,andthensomeconcreteexampleswasproposedtoexplainthe mainresults.[Findings]The
scalarizationmodelfordeterministicmulti-objectiveoptimizationproblemisgeneralizedtotherobustcaseandanewclassofrobust
scalarizationproblemsisproposed.[Conclusions]Theresultsaretheimprovementandgeneralizationofsomerecentresearchwork.
Keywords:robust multi-objectiveoptimizationproblems;robustscalarizationoptimizationproblems;robustweaklyefficient
solutions;robustefficientsolutions
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