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利用半无限规划的离散化方法求解半定规划问题
*
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摘要:【目的】对半定规划的强对偶定理以及求解半定规划近似解的算法进行讨论。【方法】利用求解半无限规划的近似解

的离散化思想,及线性规划的强对偶定理。【结果】得到了半定规划强对偶定理一种新的证明方法以及求解半定规划近似

解的离散化算法,给出了该算法的数值实验结果。【结论】为半定规划问题提供了一种新的近似求解算法。
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分别记Rm,Sn,Sn
+ 和Sn

++ 为m 维向量空间、n 阶对称矩阵空间、n 阶半定矩阵锥和n 阶正定矩阵锥。对

X∈Sn,X≥0和X>0分别表示X 为对称半正定矩阵和对称正定矩阵。考虑如下形式的半定规划问题(P):

min cTx,

s.t. F(x)≥0。

其中c,x∈Rm,F(x)=F0+
m

i=1
xiFi,Fi∈Sn,i=0,1,…,m 且Fi(i=1,…,m)线性无关。记val(P)为问题

(P)的最优目标函数值。
半定规划也称为带有半正定锥约束的线性规划,退化情形包括线性规划。半定规划广泛地存在于系统与控

制理论、金融工程、量子化学、信号处理[1-4]等诸多领域。半定规划的多项式内点算法为求解组合优化领域的某

些中小规模的NP难问题(如著名的旅行商问题[5]和最大割问题[6])提供了有效的解决途径。从20世纪90年代

初期至今,半定规划一直是优化领域的一个热门研究课题。
半定规划的对偶理论在半定规划的理论研究和算法设计中都扮演着十分重要的角色。半定规划的对偶除

了常见的拉格朗日对偶和共轭对偶以外,具有代表性的还包括Ramma等人提出的广义拉格朗日slater对偶[7]

和极小锥对偶[8]。本文主要从算法的角度考察半定规划的拉格朗日对偶。
半定规划问题(P)的拉格朗日对偶模型为(D):

max -trF0Z
s.t. trFiZ=ci,i=1,…,m,

Z≥0。

其中trAB <A,B> 
n

i=1

n

j=1
aijbij,Z∈Sn,记val(D)为问题(D)的最优目标函数值。称问题(D)可行是指其可

行域非空,即:存在Z≥0使得trFiZ=ci,i=1,…,m;称问题(D)严格可行是指存在Z>0使得trFiZ=ci,i=
1,…,m同时成立。

内点算法是求解中小规模的半定规划问题的有效求解算法之一。基于半定规划的原始对偶模型的一阶最

优性条件(KKT条件)建立的可行中心路径或者不可行中心路径,提出了各种不同的可行内点算法和不可行内

点算法。最近,杨洋等人[9]利用不可行中心路径给出了一种宽领域不可行内点算法。但是,内点算法都需要存

储和分解牛顿矩阵,这将占用大量的内存空间且十分耗时。在2002年,Helmberg[10]指出,在一般的计算机处理
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系统上通过合理的等待时间,用内点算法能有效求解的半定规划问题的矩阵变量n≤200,约束个数m≤3000。
截至2013年,Huang等人[11]指出目前的内点算法一般可以有效求解的中小规模的半定规划的矩阵变量n≤
1000,约束个数m≤10000。

本文将为半定规划提供一种新的近似求解算法,该算法摆脱了对于牛顿矩阵的存储和分解。

2005年,Yang[12]建立了半定规划问题(P)与半无限规划问题(P2)之间的等价关系,并利用半无限规划的离

散化方法证明了在原始半定规划(P)可行和对偶半定规划(D)严格可行的假设条件下的强对偶定理。受Yang
的启发,本文进一步考虑了对偶半定规划问题(D)的离散化方法,并利用该离散化思想给出了其他两个半定规划

问题的强对偶定理的证明,即:

1)如果原始半定规划(P)严格可行,对偶半定规划(D)可行,则val(P)=val(D),且对偶半定规划(D)的最优

解Z*可达。

2)如果问题(P)和(D)都严格可行,则val(P)=val(D)。且问题(P)的最优解x*和问题(D)的最优解Z*都

可达。

1半定规划的离散化方法

本节给出对偶半定规划(D)的离散化方法以及它的最优解与离散化问题(D3)的最优解之间的误差刻画。为

了半定规划的离散化过程描述的完整性,首先引入Yang[12]关于原始半定规划问题(P)的离散化过程。
第1步,利用{x∈Rm|F(x)≥0}与{x∈Rm|yTF(x)y≥0,∀y∈Rn}的等价性,将问题(P)等价地转化为如

下形式的优化问题(P1):

min cTx
s.t. yTF(x)y≥0,

y∈Rn。

  第2步,将集合{y∈Rn|yTF(x)y≥0}正则化为{y∈Rn|yTF(x)y≥0,yTy=1},则问题(P1)可等价地表示

为如下的线性半无限规划问题(P2):

min cTx
s.t. aT(y)x+b(y)≥0,

y∈Y,
其中Y={y∈Rn|yTy=1},aT(y)=(yTF1y,yTF2y,…,yTFmy),b(y)=yTF0y。

记XP(Y){x∈Rm|aT(y)x+b(y)≥0,y∈Y}。问题(P2)关于к∈R的下水平集定义为

L≥ (XP(Y),c,к) {x∈Xp(Y)|cTx≤к}。

  第3步,选取有限网格Yd⊂Y 离散化问题(P2),得到一个线性规划问题(P3):

min cTx
s.t. aT(y)x+b(y)≥0,

y∈Yd。
网格Yd 与集合Y 的Hausdorrff距离定义为dYd dist(Yd,Y)max

y∈Y
min

ŷ∈Yd
‖y-ŷ‖。记:

XP(Yd) {x∈Rm|aT(y)x+b(y)≥0,y∈Yd}。

  通过上述离散化方法可以将问题(P)近似地转换为线性规划问题(P3)进行近似求解,求解的精度取决于网

格Yd 的取法[12]。
众所周知,不论是半定规划还是线性规划,研究其对偶理论的主要动机之一就是为了降低问题求解的难度,

即相较于原问题,当对偶问题的求解更加容易时,在强对偶定理的理论支撑下,可以通过求解它的对偶问题而获

得原问题的解。基于此,下面利用Dattorro在文献[13]中的第239式:

Sn
+={

¥

j=1
bjzj(zj)T|zj ∈Rn,bj ≥0,j=1,2,…}, (1)

将半定矩阵锥Sn
+等价地表示为极点和所有极方向的凸包。下面给出对偶半定规划问题(D)离散化过程。

第1步,利用(1)式将对偶半定规划问题(D)等价地转化为如下形式的优化问题(D1):
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min trF0Z
s.t. trFiZ=ci,i=1,…,m,

Z=
¥

j=1
bjzj(zj)T,

bj ≥0,j=1,2,…,

zj ∈Rn,j=1,2…。
  第2步,通过bj≥0(j=1,2,…)的适当选取(仍然记为bj≥0,j=1,2,…),将向量zj∈Rn,j=1,2,…单位

化,则问题(D1)可等价地转换为(D2):

min 
¥

j=1
bj(zj)TF0zj

s.t. 
¥

j=1
bj(zj)TFizj =ci,i=1,…,m,

bj ≥0,j=1,2,…,

zj ∈Z',

其中集合Z' {z∈Rn|‖z‖=1}=Y。记BD(Z) {bj≥0|
¥

j=1
bj(zj)TFizj=ci,i=1,…,m,zj∈Z'}。 问题

(D2)关于λ∈R的下水平集定义为:

L≥ (BD(Z),F0,λ) {bj ∈BD(Z)|
¥

j=1
bj(zj)TF0zj ≤λ}。

  第3步,选取有限网格Zk⊂Z',不妨设Zk 含有k 个向量z1,z2,…,zk,则与之对应的k 个非负实数为b1,
b2,…,bk,现通过该网格离散化问题(D2)得到一个线性规划问题(D3):

min 
k

j=1
bj(zj)TF0zj

s.t. 
k

j=1
bj(zj)TFizj =ci,i=1,…,m,

bj ≥0,j=1,2,…,k,

zj ∈Zk。

网格Zk 与集合Z 的Hausdorff距离定义为dZk dist(Zk,Z)max
z∈Z

min
ẑ∈Zk

‖z-ẑ‖。记

BD(Zk) {bj ≥0|
k

j=1
bj(zj)TFizj =ci,i=1,…,m,zj ∈Zk}。

为了利用离散化方法证明半定规划的强对偶定理,需要建立如下几个结论。
命题1 如果问题(P)严格可行,问题(D)可行,那么对任意给定的λ∈R,水平集L≥ (BD(Z),F0,λ)

{bj ∈BD(Z)|
¥

j=1
bj(zj)TF0zj ≤λ}有界。

证明 假设存在一个λ0∈R使得水平集L≥ (BD(Z),F0,λ0) {bj∈BD(Z)|
¥

j=1
bj(zj)TF0zj≤λ0}无界,

则存在非负数列{bj}⊂L≥(BD,F0,λ0)满足:
lim
j→¥

bj =+¥, (2)


¥

j=1
bj(zj)TF0zj ≤λ0。 (3)

且zj∈Z'={z∈Rn|‖z‖=1}=Y。对任意给定的y∈Y,则存在序列{vj}满足:
zj =y+vj, (4)

且lim
j→¥

vj=0。由(2)式,令bj aj+tj 满足:

lim
j→¥

aj =0,tj >0,j=1,2,…,lim
j→¥

tj =¥。 (5)
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由级数收敛的必要条件和(3)式可得:lim
j→¥

bj(zj)TF0zj=0,再结合(4)式及(5)式可推得:

yTF0y=0,∀y∈Y。 (6)

  另一方面,由对偶问题(D)的可行性及其与问题(D2)的等价性可知,存在bj≥0,zj∈Z'满足:


¥

j=1
bj(zj)TFizj =ci,i=1,…,m, (7)

令bj aj+tj 满足:

lim
j→¥

aj =0,tj >0,j=1,2,…。 (8)

因为zj∈Z'=Y,则对任意给定的y∈Y,存在序列{vj}满足:

zj =y+vj, (9)
且lim

j→¥
vj=0。由级数收敛的必要条件和(7)式可得:lim

j→¥
bj(zj)TFizj=0,i=1,…,m。

再结合(8),(9)式可得:

yTFiy=0,∀y∈Y,i=1,2,…,m。 (10)

所以由(6),(10)式可得:yTF0y+
m

i=1
yTFiy=0,∀y∈Y 。

由于问题(P)与问题(P2)等价,不难发现上式与半定规划问题(1)的严格可行性假设矛盾。 证毕

由于问题(D)的严格可行性必蕴含其可行性,则由命题1可得如下推论。
推论1 如果半定规划(P)和(D)都严格可行,那么对任意给定的λ∈R,水平集L≥ (BD(Z),F0,λ) {bj ∈

BD(Z)|
¥

j=1
bj(zj)TF0zj ≤λ}有界。

推论2 如果半定规划(P)和(D)都严格可行,那么对任意给定的к∈R,水平集L≥(XP(Y),c,к) {x∈
XP(Y)|cTx≤к}有界。

证明 由文献[12]中的引理1和半定规划(P)的严格可行性蕴含问题的可行性得结论成立。 证毕

如下两个命题揭示了:用离散化方法可以求得半定规划问题(P)和(D)满足任意精度的近似解。
命题2 如果半定规划问题(P)严格可行,规划(D)可行,那么对任意给定的ε>0,存在δε>0,使得dZk<

δε,且对于问题(D3)的每个解Z*
k ,都存在规划(D)的一个解Z*,使得‖Z*

k -Z*‖<ε。
证明 因为问题(P)与(P2)等价,规划(D)与(D2)等价,由命题1及文献[15]中的定理4.4可证。 证毕

类似地,可以利用推论2和命题2以及文献[15]中的定理4.4可以证明下面这个命题。
命题3 如果半定规划问题(P)和(D)都严格可行,那么:i)对任意的ε>0,存在δε>0,使得dYd<δε,且对

于(P3)的每个解x*
d ,存在(P)的一个解x*满足‖x*

d -x*‖<ε。ii)对任意的ε>0,存在δε>0,使得dZk<δε,

且对于问题(D3)的每个解Z*
k ,存在规划(D)的一个解Z*满足 ‖Z*

k -Z*‖<ε。

2强对偶定理的离散化证明方法

当半定规划(P)和(D)满足一定条件时,能够推出对偶间隙val(P)-val(D)=0,则称为半定规划的强对偶定

理。2005年,Yang[12]通过原始半定规划(P)的离散化方法证明了:在原始半定规划(P)可行和对偶半定规划(D)
严格可行的假设条件下的强对偶定理。下面利用对偶半定规划问题(D)的离散化方法重新给出半定规划的另外

两个强对偶定理的证明,进而为半定规划问题(P)或(D)离散化求解算法提供理论依据。
定理1 如果原始半定规划(P)严格可行,对偶半定规划(D)可行,则val(P)=val(D),且规划(D)的最优解

Z*可达。
证明 由命题1可知,对于任意给定的λ∈R,可知水平集L≥(BD(Z),F0,λ)是有界闭的,则水平集

L≥(BD(Z),F0,λ)是紧集且当λ 充分大时非空。因此,规划(D)的最优解可以在可行域中取到。现定义网格

Zk={z1,z2,…,zk},则(D3)可以等价地表示成如下形式的线性规划问题(D4):

min cTb,

s.t. Ab=c,

b≥0。
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其中:c ((z1)TF0z1,…,(zk)TF0zk)T,b (b1,…,bk)T,c (c1,…,cm)T,A=

(z1)TF1z1 … (zk)TF1zk

︙ ⋱ ︙
(z1)TFmz1 … (zk)TFmzk

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
。

记(D4)的最优目标函数值为val(Zk),也即问题(D3)的最优目标函数值。线性规划问题(D4)的拉格朗日对偶问

题为(D5):

min cTx,

s.t. aT(yj)x+b(yj)≥0,

yj ∈Yk,j=1,…,k。

Yk={yj∈Rn|yT
jyj=1,j=1,…,k},aT(yj)=(y

T
jF1yj,…,y

T
jFmyj),b(yj)=y

T
jF0yj,j=1,…,k。记问题

(D5)的最优目标函数值为val(xk)。
由半定规划的弱对偶定理有:

val(P)≥val(D)。 (11)

  令Z*是问题(D)的最优解。由命题2,通过不同网格Zk 的选取,可以生成点列{Z*
k }(离散化问题(D3)的最

优解),使得:

lim
dZk→0

Z*
k =Z* (12)

因此,对于充分小的dZk
,val(Zk)有界。所以由线性规划的强对偶定理,有:

val(Zk)=val(xk)。 (13)
由于(P)的可行解包含(D5)的可行解,则有:

val(P)≤val(xk), (14)
结合(12),(13)和(14)式,令dYk→0可得:

val(P)≤val(D)。 (15)
综合(11),(15)式得val(P)=val(D)。 证毕

定理2 如果规划(P)和(D)都严格可行,则val(P)=val(D)。且规划(P)的最优解x*和规划(D)的最优解

Z*都可达。
证明 由推论1和推论2可知,对任意给定的к,λ∈R,水平集L≥(XP(Y),c,к)和L≥(BD(Z),F0,λ)是有

界闭的,则L≥(XP(Y),c,к),L≥(BD(Z),F0,λ)是紧集且分别当к,λ充分大时非空。因此,规划(P)和(D)的
最优解可以在各自的可行域中取到。

现定义网格Zk={z1,z2,…,zk},则问题(D3)可以等价地表示成如下形式的线性规划问题(D6):

min cTb,

s.t. Ab=c,

b≥0。

其中c ((z1)TF0z1,…,(zk)TF0zk)T,b (b1,…,bk)T,c (c1,…,cm)T,A=

(z1)TF1z1 … (zk)TF1zk

︙ ⋱ ︙
(z1)TFmz1 … (zk)TFmzk

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,记问

题(D6)的最优目标函数值为val(Zk),也即问题(D3)的最优目标函数值。线性规划问题(D6)的拉格朗日对偶问

题为(D7):

min cTx,

s.t. aT(yj)x+b(yj)≥0,

yj ∈Yk,j=1,…,k。

Yk={yj∈Rn|yT
jyj=1,j=1,…,k},aT(yj)=(y

T
jF1yj,…,y

T
jFmyj),b(yj)=y

T
jF0yj,j=1,…,k。记问题

(D7)的最优目标函数值为val(xk)。令x*是(P)的最优解,Z*是(D)的最优解。由命题3,通过不同网格Yk,Zk

的选取,可以生成点列{x*
k }(离散化问题(P3)的最优解),{Z*

k }(离散化问题(D3)的最优解),使得:

lim
dYk→0

x*
k =x*, (16)
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lim
dZk→0

Z*
k =Z*。 (17)

因此,对于充分小的dYk
,val(xk)有界,对于充分小的dZk

,val(Zk)有界。所以由线性规划的强对偶定理,有:

val(Zk)=val(xk)。 (18)
结合(16),(17)和(18)式,令dYk

→0,dZk→0可得:val(P)=val(D)。 证毕

3半定规划的离散化算法及数值实验结果

受文献[14-15]的启发,下面给出半定规划的离散化算法的具体实现步骤。
算法1 半定规划问题(P)的离散化算法:
第1步,将半定规划原问题(P)转化为与其等价的半无限规划问题(P2);
第2步,选取Y {y∈[-1,1]n|yTy=1};
第3步,选取网格Yd⊆Y :将箱子约束[-1,1]n 的每条边视为一个区间,等分每个区间成2h+1等份,节点

为 -1+
2i
2h+1

,i=0,1,…,2h+1{ },其中h 为自然数。于是得到[-1,1]n 的一个格点集,记为Yd。设格点数

为g,则g=(2h+2)n,为了缩短计算时间和减少约束条件,选取Yd 中的边界点,此时的格点数目为g',则g'=
(2h+2)n-(2h)n;

第4步,利用有限网格将半无限规划问题(P2)近似地转化为线性规划问题(P3),并利用 Matlab中的Linpro
函数求解这个线性规划问题,得出最优值。

注 该离散化算法的实质是采用网格的方式将线性半无限规划问题近似地转化为线性规划问题进行求解,
而网格搜索算法本身只能处理较小规模的问题且十分耗时。因此,该算法目前还只能有效计算较小规模的半定

规划问题。但是,该算法区别于所有的内点算法,无需存储和分解牛顿矩阵,整个计算过程不需占用大量的内存

空间。下面分别利用CVX[16]的SDPT3算法和上面的离散化算法考察具体的数值实验结果。取h=10,根据设

计的算法步骤,比较CVX[16]的SDPT3算法和离散化算法的数值结果,如表1所示。用 MatlabR2013a编程实

现算法。该数值实验是利用 MatlabR2013a在1.3GHz处理器和8GB内存的笔记本电脑上进行测试的。
算例1 min x1+x2

s.t. x1
1 0
0 1
æ

è
ç

ö

ø
÷+x2

1 1
0 1
æ

è
ç

ö

ø
÷-

1 3
3 1
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥0。

  算例2 min x1+x2

s.t. x1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
+x2

0 1 0
1 0 0
0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
-
1 3 0
3 1 0
0 0 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
≥0。

  算例3 min x1,

s.t. x1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
+x2

0 1 0
1 0 0
0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
+
1 1 0
1 2 0
0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
≥0。

表1 SDPT3算法与离散化算法数值结果比较

Tab.1 Comparisonofnumericalexperimentresults
betweenSDPT3anddiscretizationalgorithms

算例 SDPT3算法的最优值 离散化算法的最优值

算例1 1.0000 1.0000

算例2 4.0000 3.9977

算例3 -0.6667 -0.6670
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SolvingSemidefiniteProgramsviaDiscretizationMethodforSolvingSemiinfiniteProgrammingProblems

XIMingxiao,LUOHonglin
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Anewapproximatealgorithmforsolvingsemidefiniteprogramsandanew methodforprovingthestrong
dualitytheoremofthesemidefiniteprogrammingproblemsareproposed.[Methods]Viadiscretizationmethod,asemi-infinite

programisequivalentlyreformulatedintoanothersemi-infiniteprogrammingproblemfirstly.Then,thesemidefiniteprogramming
problemisrelaxedintoaseriesoflinearprogra-programmingproblems.[Findings]Thesemidefiniteprograms'Lagrangianstrong
dualitytheorembyuseofthelinearprogrammingproblems'strongdualitytheoremarereproved.[Conclusions]Anewapproximate
algorithmforsolvingsemidefiniteprogramsviaadiscretizationmethodandsomenumericalexperimentresultsareprovided.
Keywords:semidefiniteprograms;semiinfiniteprogrammingproblems;discretizationmethod;strongdualitytheorem.
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