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一类具有斑块效应的脉冲传染病模型的稳定性和持久性研究
*
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摘要:【目的】斑块效应和非线性传染率对传染病模型研究具有重要的现实意义,基于此研究建立一个斑块环境下具有脉

冲接种和非线性传染率为 βSI
1+αI

的SIR传染病模型。【方法】利用脉冲微分比较原理、线性化方法、Floquet定理以及线性

微分方程基解矩阵的谱理论的性质等相关理论。【结果】获得了疾病灭绝周期解全局渐近稳定的充分条件,并利用持续性

理论、庞加莱映射以及不可约矩阵的性质,给出系统一致持久的充分条件。【结论】通过R0<1时,无病周期解是全局渐近

稳定的;R*>1时,系统是一致持久的。
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传染病问题是当今世界面临的重大问题,天花、禽流感、SARS、麻疹等疾病影响人类健康,给人类带来很多

的不幸和损失。因此,弄清楚传染病的发病机理与传播规律,并进行相应的预防和控制,显得非常迫切。利用数

学模型,特别是脉冲微分方程来建立传染病的数学模型,成为研究传染病的发病机理和传播规律的一种重要

手段。

由于传染率对传染病的影响非常重要,最近具有形如 βSI
1+αI

及由它变形的非线性传染率传染病模型吸引了

许多学者关注。Xin等人[1]建立了具有非线性传染率 βSI
1+pIq 的SEIS模型,得到了该系统的一致持久存在性。

Ruan等人[2]引入了形如 βSIp

1+pIq传染率的传染病模型,给出疾病灭绝和持久的充分条件。Li等人[3]研究了具有

非线性传染率为 βSI
1+k1I

的脉冲免疫接种SIRSV模型,得到了这一模型无病周期解的全局渐近稳定和系统持续

生存的充分条件。显然,进一步研究该类非线性传染率的传染病模型是必要的。
同时,为了对传染病进行控制,常常在给定的时间点进行预防接种。由于接种通常在某个固定时刻进行,由

脉冲微分方程描述的脉冲接种传染病及动力学行为成为一个研究热点。Chen等人[4]研究了具有垂直和水平传

染的SIR传染病模型,在脉冲接种的情况下,对系统周期解进行了分析。Pei[5]提出了脉冲接种和隔离的SI时滞

模型,结果也证明了脉冲接种和隔离能够有效地控制传染性疾病。Wei[6]建立了SVEIR传染病时滞模型,分析

了模型在脉冲接种下的动力学行为,结果证明了脉冲接种对消除疾病是一个有效的方法。
另一方面,由于空间的差异性,不同区域或斑块因为地理环境等不同,导致生物有不同的出生率、死亡率,而

区域间往往存在种群间的扩散。因此,具有斑块效应的传染病模型的研究受到了一些学者的关注。Wang等

人[7-8]提出了在两个或多个斑块间进行扩散的传染病模型,获得疾病一致持久和灭绝的阈值条件。Wang等

人[10]建立了具有周期系数和斑块效应的传染病模型,获得了周期解稳定性和持久性的充分条件。Yang等人[9]

研究了n 个斑块扩散的具有脉冲接种的SIR传染病模型,通过Floquet理论和比较原理得出疾病灭绝和一致持

续性的的经济阈值,最后数值模拟两个斑块模型的阈值。目前,对具有非双线性传染率和斑块效应的脉冲传染
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病模型及其动力学研究仍然没有文献报道。
本文主要是对斑块环境下具有脉冲接种和非线性传染率的SIR传染病模型进行定性分析,给出该类系统疾

病灭绝和系统持久的充分条件,推进前人相关工作。

1模型的建立与准备

基于以上讨论,建立一类新的斑块环境下具有脉冲接种和非线性传染率的SIR传染病模型:

S'i(t)=mi-βiSi(t)Ii(t)
1+αIi(t)-μiSi(t)+

n

j=1
aijSj(t),

I'i(t)=βiSi(t)Ii(t)
1+αIi(t)-(μi+gi)Ii(t)+

n

j=1
bijIj(t),

R'i(t)=giIi(t)-μiRi(t)+
n

j=1
cijRj(t),
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t≠nT,n∈N,i=1,2,…,n,

Si(nT+)=(1-pi)Si(nT),

Ii(nT+)=Ii(nT),

Ri(nT+)=Ri(nT)+piSi(nT)。
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t=nT,n∈N,i=1,2,…,n,
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(1)

其中Si(t),Ii(t),Ri(t)分别表示第i个斑块t时刻易感染者、感染者、移出者的数量;mi 为第i个斑块的易感

染者的输入率;βi 为第i个斑块的传播系数;μi 为第i个斑块的死亡率;gi 为第i个斑块的恢复率;βiSi(t)Ii(t)
1+αIi(t)

(i=1,2,…,n)为非线性传染率;根据生物意义,不妨假设mi,βi,μi,gi(i=1,2,…,n),α≥0均为非负常数;0≤
pi<1表示第i个斑块的成功接种率;T 表示脉冲接种时间间隔长度;-aii,-bii,-cii≥0表示第i个斑块的种

群迁入率;aij,bij,cij≥0分别表示第j个斑块到第i个斑块的易感染种群、感染种群和移出种群的扩散率(i≠
j);假设(aij)n×n,(bij)n×n,(cij)n×n是不可约的,且满足:


n

j=1
aji=0,

n

j=1
bji=0,

n

j=1
cji=0,∀1≤i≤n。 (2)

  令N(t)=
n

i=1
Ni(t)=

n

i=1

(Si(t)+Ii(t)+Ri(t)),有N
·
(t)=

n

i=1
mi-

n

i=1
μiN

·

i(t)≤m-μN
·
(t),其中

m=max{m1,m2,…,mn},μ=min{μ1,μ2,…,μn}。

易知集合Ω= (Si,Ii,Ri)∈R3 Si≥0,Ii≥0,Ri≥0,0≤N(t)≤N*,N*=
m
μ{ } 是系统(1)的正向不变集

且最终有界。对于u,v∈Rn,当u≥v,则u-v∈Rn
+;当u>v,则u-v∈Rn

+\{0};当u≫v,则u-v∈int(Rn
+)。

设A(t)是左端分段连续函数且是具有ω-周期的n×n 矩阵,ω>0。并且A(t)是合作的不可约的。令ΦA(·)(t)

是线性微分方程x·=A(t)x 基解矩阵,r ΦA(·)(ω)( ) 是ΦA(·)(ω)的谱半径,则由矩阵理论可知,存在v*≫0是

r ΦA(·)(ω)( ) 相对于ΦA(·)(ω)的特征向量。

引理1[10] μ=
1
ωlnr ΦA(·)(ω)( ),则存在一个正的ω-周期函数v(t)使得eμtv(t)是x·=A(t)x 的一个解。

不失一般性,考虑如下2n 维系统:

S'i(t)=mi-βiSi(t)Ii(t)
1+αIi(t)-μiSi(t)+

n

j=1
aijSj(t),

I'i(t)=βiSi(t)Ii(t)
1+αIi(t)-(μi+gi)Ii(t)+

n

j=1
bijIj(t),
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t≠nT,n∈N,i=1,2,…,n,

Si(nT+)=(1-pi)Si(nT),

Ii(nT+)=Ii(nT)。 }t=nT,n∈N,i=1,2,…,n。
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(3)

  令Ii(t)=0,i=1,2,…,n,则:

S'(t)=m+(A-U)S(t),t≠nT,n∈N,

S(nT+)=(E-P)S(nT),t=nT,n∈N。{ (4)
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其中S(t)=(S1(t),S2(t),…,Sn(t))T,A=(aij)n×n,U=diag(μ1,μ2,…,μn),E 为单位矩阵,P=diag(p1,p2,
…,pn)。

易证得,系统(4)存在无病周期解使得S(t+T)=S(t),其中S(t)=(S1(t),…Sn(t))T,且

S(t)=-(A-U)-1m+e(A-U)(t-nT) (E-P)-1-e(A-U)T( ) -1 e(A-U)T -E( ) +E[ ] (A-U)-1m。

  引理2[12] 令 >0,D=diag{d1,d2,…,dn},L=(lij)n×n是一个Laplacian矩阵,则有1e-d̂ ≤1e-(L-D) ≤

1e-d
~
,其中d=min{d1,d2,…,dn},d̂=max{d1,d2,…,dn}。

2无病周期解的稳定性分析

引理3 系统(4)的无病周期解S(t)是全局渐近稳定的。

证明 令W(t,s)= ∏
s<nt<t

(E-P)e(A-U)(t-s),为系统(4)齐次方程的Cauchy矩阵,齐次方程的单值矩阵为

W(T,0)=(E-P)e(A-U)T。则系统(4)的每一个解S(t)可以被表示为:S(t)=W(t,0)S(0)+∫
t

0
W(t,s)mds。

则有S(t)-S(t)=W(t,0)S(0)-S(0)( ),其中S(0)= (E-P)-1-e(A-U)T( ) -1 e(A-U)T -E( ) (A-U)-1m。
假设t∈ nT,(n+1)T( ],则 W(t,0)= (E-P)e(A-U)T( )ne(A-U)(t-nT)。得 W(t,0)= (E-P)e(A-U)T( )

n·

e(A-U)(t-nT) 。由引理2与 e(A-U)(t-nT) 的有界性得,当n→¥,t→¥时,W(t,0)→0。因为线性方程x=W(t,0)y

有一个非平凡解,其中x= S1(t)-S1(t),…,Sn(t)-Sn(t)( )T,y=(S1(0)-S1(0),…,Sn(0)-Sn(0))T,并且

当t→¥时,W(t,0)→0,从而S(t)-S(t)→0。因此,系统(4)的无病周期解S(t)是全局渐近稳定的。 证毕

接下来将研究系统(3)无病周期解 S(t),0( ) 的全局渐近稳定性。

定义 F(t)=

β1S1(t) 0 … 0

0 β2S2(t) … 0
… … … …

0 0 … βnSn(t)
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ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
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,V=

μ1+g1-b11 -b12 … -b1n
-b21 μ2+g2-b22 … -b2n
… … … …

-bn1 -bn2 … μn+gn-bnn

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,

F(t)和V 分别是n-维系统I'i=β
iSi(t)Ii(t)
1+αIi(t)

与系统I'i=-(μi+gi)Ii+
n

j=1
bijIj,i=1,2,…,n,在无病周期解

S(t),0( ) 处对应的Jacobian矩阵。令M(t)=F(t)-V,有如下定理。

定理1 若R0=r Φ(F-V)(·)(T)( )<1,则系统(3)无病周期解 S(t),0( ) 是全局渐近稳定的。

证明 令si(t)=Si(t)-Si(t),ii(t)=Ii(t),则系统(3)的在无病周期解 S(t),0( ) 处的Taylor展开,忽略

高阶项得:

Z'(t)=J(t)Z(t),t≠nT,n∈N,

Z(nT+)=QZ(nT),t=nT,n∈N,{ (5)

其中Z(t)=(s(t),i(t)),s(t)= s1(t),s2(t),…,sn(t)( )T,i(t)= i1(t),i2(t),…,in(t)( )T,G=diag(g1,

g2,…,g1n),J(t)=
A-U -F(t)

0 F(t)-V
æ

è
ç

ö

ø
÷,Q=

E-P 0
0 E

æ

è
ç

ö

ø
÷。

记Φ(t)为Z'(t)=J(t)Z(t)的基解矩阵,则Φ(t)=
e(A-U)t *
0 Φ(F-V)(·)(t)

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 得系统(5)的单值矩阵为

QΦ(t)=
(E-P)e(A-U)t *

0 Φ(F-V)(·)(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,这里 * 表示相应的矩阵块,且对方程求解不影响,下面不再对这部分

进行讨论。
由Floquet定理、引理2和r Φ(F-V)(·)(t)( )<1得无病周期解为局部稳定的。
由系统(3)的第1、3个方程得:
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S'i(t)≤mi-μiSi(t)+
n

j=1
aijSj(t),t≠nT,

Si(nT+)=(1-pi)Si(nT),t=nT。{
  利用脉冲微分方程的比较定理,对任意小的ε>0,存在t1>0,当t>t1 时,都有:

S(t)<x(t)<x(t)+ε=S(t)+ε,t>t1, (6)

其中ε=(ε,ε,…,ε
  n

)T,并且

x(t)=S(t)=-(A-U)-1m+e(A-U)(t-nT)[(E-P)-1-e(A-U)T( ) -1 e(A-U)T -E( ) +E](A-U)-1m。
由系统(3)得:

I'i(t)≤βi Si(t)+ε( )Ii(t)
1+αIi(t) -(μi+g)iIi(t)+

n

j=1
bijIj(t)≤

βi Si(t)+ε( )Ii(t)-(μi+gi)Ii(t)+
n

j=1
bijIj(t),t≥t1。 (7)

  令Y(t)= y1(t),y2(t),…,yn(t)( )T,D=diag(β1,β2,…,βn),取脉冲比较方程

Y'(t)= F(t)-V+εD( )Y(t)= M(t)+εD( )Y(t),t≥t1。 (8)

  由引理1知,存在一个正的T-周期函数v(t)= v1(t),v2(t),…,vn(t)( )T 使得eμ1tv(t)是系统(8)的一个

解,其中μ1=
1
Tlnr ΦM(·)+εD(T)( )( )。故存在t2≥t1 和一个较小的数α>0,使得Y(t2)≤αv(0)。由比较定理得

I(t)≤Y(t)≤αeμ1(t-t2)v(t-t2),t≥t2。由于r ΦM(·)(T)( )<1,则可以选择任意小的ε>0,使得对ε 连续的

r ΦM(·)+εD(T)( )<1,则有μ1<0,故有lim
t→¥

I(t)=0。即对任给的ε>0,存在t3≥t2,当t>t3 时,有I(t)<ε。

由系统(3)的第1、3个方程得:

S'i(t)≥mi-εβiSi(t)-μiSi(t)+
n

j=1
aijSj(t),t≠nT,n∈N,

Si(nT+)=(1-pi)Si(nT),t=nT,n∈N。{
  根据比较定理,对任意的η>0,存在t4≥t3,当t≥t4 时,都有

S(t)≥u(t)>u(t)-η,t>t4, (9)

其中η=(η,η,…,η
  n

),并且

u(t)=-(A-U-εD)-1m+e(A-U-εD)(t-nT) (E-P)-1-e(A-U-εD)T( ) -1 e(A-U-εD)T -E( ) +E[ ]·
(A-U-εD)-1m。

  由(6)式和(9)式可得u(t)-η<S(t)<S(t)+ε。由ε 与η 的任意性,故有lim
t→¥

S(t)=S(t)。于是当

r(Φ(F-V)(·)(t))<1时,系统(3)的T-周期解 S(t),0( ) 是全局吸引的,再由无病T-周期解是局部稳定的,可得系

统(3)的无病T-周期解 S(t),0( ) 是全局渐近稳定的。 证毕

3系统持久性分析

定理2 如果R* =r (Φ 1
1+αN*F-V( ) (·)(T)) >1,则存在一个正数η>0,使得对系统(3)所有满足初值

(S0,I0)∈Rn
+×intRn

+( ) 的解(S(t),I(t))满足lim
t→¥
infSi(t)≥η,lim

t→¥
infIi(t)≥η,i=1,2,…,n。

  证明 由上述结论只需证明lim
t→¥
infIi(t)≥η 成立。定义 X=R2n+,X0=Rn

+×intRn
+( ),∂X0=X/X0。令

P:R2n+→R2n+是系统(3)相应的庞加莱映射,即P(x0)=u(T+;x0),∀x0∈R2n+,其中u(0,x0)是系统(3)的唯一解

且u(0,x0)=x0。首先证明P 在(X0,∂X0)上一致持久的。令f(t):X→X 是系统(3)的解半流,它是分段连续

函数。因此,f(t)在区间 nT,(n+1)T( ](n∈N)上是连续的,并且f(nT+)=lim
t→nT+

f(t)存在。由系统(3)知,

X 和X0是正不变集,∂X0 在X 中是相对闭集。此外,当系统(3)的非负解都最终有界时,系统(3)在 Rn
+上是点
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耗散的,令M∂= (S0,I0)∈∂X0:Pm(S0,I0)∈∂X0,∀m ≥0{ }。

  现在证明

M∂={(S,0):S≥0}。 (10)

  显然,{(S,0):S≥0}⊆M∂,如果(S0,I0)∈M∂,将证明对所有k=1,2,…,都有I(kT+;S0,I0,R0)≡0成

立。假设不成立,则存在整数m 和k0 使得Im(k0T+)>0。令{1,2,…,n}=Q1∪Q2,其中Q1={j:Ij(k0T+)=

0},Q2={i:Ii(k0T+)>0}。

由M∂的定义可知,Q1 和Q2 为非空集合。对任意j∈Q1,由矩阵(bij)n×n的不可约性知,存在一个i∈Q2,使

得bji>0,有I'j(k0T+)=βjSj(k0T+)Ij(k0T+)
1+αIj(k0T+) -(μj+gj)I(k0T+)+

n

i=1
bjiIi(k0T+)≥bjiIi(k0T+)>0。

即存在一个ε1>0,对任意j∈Q1 和t∈(k0T,k0T+ε1)都有Ij(t)>0。记Ii(k0T+)>0,i∈Q2,再定义一个

ε2>0,对任意i∈Q2 和t∈(k0T,k0T+ε2)都有Ii(t)>0。则对t∈(k0T,k0T+ε1)∩(k0T,k0T+ε2),有I(t)>

0。此外I'i(t)≥-(μi+gi)Ii(t)+biiIi(t),t≠nT。 设λi=μi+gi-bii,则Ii(t)≥e-λi(t-t0)Ii(t+
0),∀t0≥

0。 对t∈(k0T,k0T+ε1)∩(k0T,k0T+ε2),则有I (k+1)T+( ) =Ii(t)e-λi((k+1)T-t)>0。 则与Pm(S0,I0)∈

X0,∀m≥0和(S0,I0)∈M∂矛盾。由于X0 的正不变性和(10)式,则映射P 在M∂中存在一个不动点 M1,其中

M1=(S*(0),0)。

现在假设,存在充分小的m1>0,使得

lim
t→¥
supmax{Ii(t)}≥m1,i=1,2,…,n。 (11)

  如果假设(11)式不成立,则存在一个t1 使得{Ii(t)}<m1,t≥t1。则有:

S'i(t)≥mi-βim1Si(t)-μiSi(t)+
n

j=1
aijSj(t),t≠nT,n∈N,

Si(nT+)=(1-pi)Si(nT),t=nT,n∈N。

ì

î

í
ïï

ïï

  由比较原理做类似于定理1中证明,存在t2≥t1 和充分小的ε>0使得对t≥t2 有Si(t)≥Si(t)-ε。

因此,当t≥t2,由系统(3)的第2个方程及引理1得:

I'i(t)≥βi Si(t)-ε( )Ii(t)
1+∂Ii(t) -(μi+gi)Ii(t)+

n

j=1
bijIj(t)≥

βi Si(t)-ε( )Ii(t)
1+αN* -(μi+gi)Ii(t)+

n

j=1
bijIi(t),t≠nT。

做比较方程得I'(t)≥
1

1+αN*F(t)-V-εDæ

è
ç

ö

ø
÷I(t),t≠nT。

在区间 nT,(n+1)T( ] 上积分得I((n+1)T)≥Φ 1
(1+αN*)

F-V-εD( ) (·)(t)I(nT+)。因为α≥0,r(Φ(F-V)(·)(t))>

1和I(nT+)>0,故对于足够小的ε>0使得r(Φ 1
(1+αN*)

F-V-εD( ) (·)(T))>1,有I(t)→¥,t→¥成立,与引理2

矛盾。

系统(3)在X 上是点耗散的,映射P 是全局吸引的。对于系统(3),当I(t)=0时,S(t)在Rn
+\{0}上是全局

吸引 的。由 前 面 讨 论 知,M1 在 X 上 是 唯 一 孤 立 不 变 集,Ws (M1)∩X0 = ⌀,其 中 Ws (M1)=

x∈X:lim
k→inf

d Pk(x),M1( ){ }。显然,M∂中的每一个轨道都收敛于M1,且M1 在M∂中是非循环的。由文献[11]

中的定理1.3.1知P 相对于(X0,∂X0)是一致持久的。因此,存在足够大的N*和0<ε≪1使得

Pk(S0,I0)= S(kT+),I(kT+)( ) >ε1,k>N*。

  对于系统(3)的任意解(S(t),I(t)),由(11)式得,对t∈kT,(k+1)T( ),k>N*,有

Ii(t)≥e-λi(t-kT)Ii(kT+):=e-λTε>0。

则系统(3)在(X0,∂X0)上是一致持久的。 证毕
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TheStudyoftheStabilityandPersistenceofaKindof
PulseInfectiousDiseaseModelwithPatchEffect

ZHANGLanzhu,CHENCheng,YANGZhichun
(CollegeofMathematicsSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Itisofgreatpracticalsignificancetostudytheepidemicmodelbasedonpatchyenvironmenteffectandnonlinear

infectionrate.Inthispaper,aSIRepidemicmodelwithimpulsivevaccinationandnonlinearincidencerateofβSI
1+αIoverpatchy

environmentisestablished,andthedynamicsofdiseaseextinctionandpersistenceareinvestigatedrespectively.[Methods]Byusing
theImpulsive-typecomparisonprinciple,Linearizationmethod,theoremandthepropertiesoffundamentalsolutionmatrix,some
sufficientconditionsforthestabilityofextinct-periodicsolutionsofthesystemaregiven.[Results]Furthermore,byusingthesmall

parameterperturbation,Poincaremap,propertiesofirreduciblematricesandpersistenttheories,thesufficientconditionsforthe

permanenceofthesystem diseasesareobtained.[Conclusions]ByusingR0 <1,disease-freeperiodicsolutionsareglobally
asymptoticallystable;R*>1,thesystemisconsistentanddurable.
Keywords:patchyenvironment;SIRepidemicmodel;pulsevaccination;periodicity;stability;persistence
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