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强一致收敛下的Li-Yorke混沌和分布混沌
*

向伟杰,金渝光

(重庆师范大学 数学科学学院,重庆401331)

摘要:【目的】研究混沌中序列映射与极限映射的关系。【方法】在超空间上,引入强一致收敛、Li-Yorke混沌、Li-Yorke-δ
混沌和分布混沌的定义,然后利用强一致收敛的定义去讨论Li-Yorke混沌、Li-Yorke-δ混沌和分布混沌中的序列映射与

极限映射的关系。【结果】若超空间上的序列映射是Li-Yorke混沌(Li-Yorke-δ混沌、分布混沌)且Li-Yorke混沌集(δ混

沌集、分布混沌集)的所有交是不可数集,那么超空间上的极限映射就为Li-Yorke混沌(Li-Yorke-δ混沌、分布混沌);若超

空间上的序列映射是Li-Yorke混沌且满足两个条件,则超空间上的极限映射是Li-Yorke-δ混沌。【结论】在超空间上,强

一致收敛的条件下,序列映射上的混沌与极映射上的混沌具有保持性。
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1975年Li和Yorke[1]第一次给出了混沌的严格定义。从此混沌的研究对动力系统的研究产生了深远的影

响。2002年黄文和叶向东[2]证明了Devaney混沌一定是Li-Yorke混沌,Li-Yorke混沌不一定是Devaney混沌。

2009年文献[3]探讨了Devaney混沌蕴涵着分布混沌序列。2010年,文献[4]证明了Li-Yorke-δ 混沌与分布-δ
混沌是等价的。1984年Klein[5]提出了超空间的概念。2003年Román-Flores[6]定义了超映射和超空间系统,并
对原系统和超空间系统之间的动力性状做了大量的研究。2010年文献[7]证明了在超空间上Devaney混沌的等

价条件。2015年文献[8]证明了在超空间上强一致收敛的条件下,序列系统的Devaney混沌具有保持性。根据

以上混沌之间的关系,利用强一致收敛的条件,发现超空间上序列系统的混沌与极限系统的混沌有着紧密的

联系。

1预备知识

下面给出相关定义和符号。在本文中K(X)是具有Hausdorff度量 H 诱导的超空间,f 为K(X)上的连续

自映射。f
0
=id,f

1
=f,f

2
=ff,…,f

n
=f

n-1
f,其中表示映射的复合,N+表示正整数。

定义1[9] 设(X,d)是度量空间,K(X)表示 X 上所有非空紧子集构成的集合,令V(S1,S2,…,Sn)=

{F∈K(X):F⊂∪
n

i=1
Si 且F∩Si≠⌀,1≤i≤n},其中S1,S2,…,Sn 是X 上的n 个非空开集。则所有形如

V(S1,S2,…,Sn)的集合构成了空间K(X)的某个拓扑空间的基,由这个基生成的拓扑称为K(X)上的Vietoris
拓扑,所得拓扑空间K(X)称为(由X 生成的)超空间,相应地,也称X 为基空间。

定义K(X)上由d 诱导的 Hausdorff度量如下:任意的 A,B∈K(X),H(A,B)=max{sup
a∈A

d(a,B),

sup
b∈B

d(b,A)},其中d(x,A)=inf
a∈A

d(x,a)。

由文献[5]不难验证由K(X)上的Hausdorff度量诱导的拓扑正是K(X)上的Vietoris拓扑,且X 紧致当

且仅当K(X)紧致。
设f:X→X 连续。令f:K(X)→K(X)定义为f(A)={f(a):a∈A⊂X},显然f 连续。这说明任何系统

(X,f)都诱导系统(K(X),f)。用f 表示(X,f)的连续映射,f 表示由f 诱导的超空间K(X)上的连续映射,
称(K(X),f)为超空间系统。
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定义2[8] 设(K(X),H)是Hausdorff度量 H 诱导的超空间,对每一个n∈N+,fn 是K(X)上的一个连续

自映射。若对任意的ε>0,存在n0∈N+,使得当n>n0 时,对任意的{x}∈K(X)及l∈N+,有 H(f
l

n({x}),

f
l({x}))<ε,则称fn 强一致收敛到f,记作fn

s
→f。

下面把度量空间引入到超空间,分别定义超空间上的Li-Yorke混沌、Li-Yorke-δ混沌和分布混沌。
定义3 设f 是超空间(K(X),H)到自身的连续映射。如果任取{x},{y}⊂Y 且{x}≠{y},有:

lim
m→¥
infH(f

m({x}),f
m({y}))=0,lim

m→¥
supH(f

m({x}),f
m({y}))>0,

则称Y⊂K(X)为f 的Li-Yorke混沌集。如果f 存在一个不可数的Li-Yorke混沌集,则称f 为Li-Yorke
混沌。

定义4 设f 是超空间(K(X),H)到自身的连续映射。如果存在δ>0,对任意的{x},{y}⊂Y 且{x}≠

{y}满足:lim
m→¥
infH(f

m({x}),f
m({y}))=0,lim

m→¥
supH(f

m({x}),f
m({y}))>δ,则称Y⊂K(X)为f 的δ混

沌集。如果f 为Li-Yorke-δ混沌,那么f 就有一个不可数的δ混沌集。
定义5 设f 是超空间(K(X),H)到自身的连续映射,{x},{y}⊂K(X)。对任何t>0以及m∈N+,令

ξm(f,{x},{y},t)=#{i|H(f
i({x}),f

i({y}))<t,0≤i<m},其中#{·}表示集合的基数。设

F(f,{x},{y},t)=lim
m→¥
inf1mξm(f,{x},{y},t),F*(f,{x},{y},t)=lim

m→¥
sup

1
mξm(f,{x},{y},t),

如果对任意的{x},{y}⊂Y 且{x}≠{y}满足:1)存在δ>0,使得F(f,{x},{y},δ)=0;2)对任意t>0,F*(f,
{x},{y},t)=1,则称Y⊂K(X)为f 的分布混沌集。如果f 有一个不可数的分布混沌集,则称f 为分布混沌。

2主要定理

定理1 设(K(X),H)是 Hausdorff度量 H 诱导的超空间,n∈N+,fn:K(X)→K(X)是连续映射,

fn
s
→f。若Sn 是fn 的Li-Yorke混沌集,∩

¥

n=1
Sn 是不可数集,则f 是Li-Yorke混沌。

证明 令S=∩
¥

n=1
Sn,从而S 是f 的不可数集。取{x},{y}⊂S,{x}≠{y}。因为Sn 是fn 的Li-Yorke混沌

集,所以有lim
m→¥
supH(f

m

n({x}),f
m

n({y}))>0,limm→¥
infH(f

m

n({x}),f
m

n({y}))=0。

不妨设lim
m→¥
supH(f

m

n ({x}),f
m

n ({y}))=
ε
2>0

,对任意的ε>0,存在n1∈N+,使得当 m>n1 时,有

H(f
m

n({x}),f
m

n({y}))<
ε
2+ε=

3
2ε
。因为fn

s
→f,所以对上述的ε>0,存在n2∈N+,当n>n2 时,对上述

的m,{x},{y}有 H(f
m

n({x}),f
m({x}))<

ε
4
,H(f

m

n({y}),f
m({y}))<

ε
4
。

取n0=max{n1,n2},当m,n>n0 时,有

H(f
m({x}),f

m({y}))≤H(f
m({x}),f

m

n({x}))+H(f
m

n({x}),f
m

n({y}))+H(f
m

n({y}),f
m({y}))<

ε
4+

3
2ε+

ε
4=2ε。

因此对任意的ε>0,存在n0∈N+,使得当m>n0 时,有 H(f
m({x}),f

m({y}))<ε+ε。故有

lim
m→¥
supH(f

m({x}),f
m({y}))=ε>0。

  取n=n0+1,由lim
m→¥
infH(f

m

n0+1
({x}),f

m

n0+1
({y}))=0可知,对上述的ε>0,存在一组序列{mk}(k=1,2,…),

使得H(f
mk

n0+1
({x}),f

mk

n
0
+1
({y})<

ε
2
。此时还有H(f

mk

n0+1
({x}),f

mk({x}))<
ε
4
,H(f

mk

n0+1
({y}),f

mk({y}))<
ε
4
。

于是,H (f
mk ({x}),f

mk ({y}))≤H (f
mk ({x}),f

mk

n0+1
({x}))+H (f

mk

n0+1
({x}),f

mk

n0+1
({y}))+

H(f
mk

n0+1
({y}),f

mk({y}))<ε。因此对任意的ε>0,存在一组序列{mk}(k=1,2,…),使得 H(f
mk({x}),
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f
mk({y}))<ε。故有lim

m→¥
infH(f

m({x}),f
m({y}))=0。

综上所述,f 是Li-Yorke混沌。 证毕

另由定义可知,每个δ混沌集一定是Li-Yorke混沌集,因此得到推论1。
推论1 设(K(X),H)是 Hausdorff度量 H 诱导的超空间,n∈N+,fn:K(X)→K(X)是连续映射,

fn
s
→f。若Sn 是fn 的δ混沌集,∩

¥

n=1
Sn 是不可数集,则f 是Li-Yorke混沌。

推论2 设(K(X),H)是 Hausdorff度量 H 诱导的超空间,n∈N+,fn:K(X)→K(X)是连续映射,

fn
s
→f。若Sn 是fn 的Li-Yorke混沌集,且满足:

1)∩
¥

n=1
Sn 是不可数集;

2)任意的{x},{y}⊂∩
¥

i=1
Si,{x}≠{y},有inf

n∈z+
lim
m→¥
supH(f

m

n({x}),f
m

n({y}))=a>0。

则f 为Li-Yorke-δ混沌。
证明 由定理1可得f 是Li-Yorke混沌,下证f 是Li-Yorke-δ混沌。只需找到δ使得

lim
m→¥
supH(f

m({x}),f
m({y}))>δ>0。

  令S=∩
¥

n=1
Sn,从而S 是f 的不可数集。任取{x},{y}⊂S⊂Sn,{x}≠{y}。由fn

s
→f,则对任意的ε>0,

存在n0∈N+,当n>n0 时,对任意的l∈N+和上述的{x},{y}有

H(f
l

n({x}),f
l({x}))<ε,H(f

l

n({y}),f
l({y}))<ε。

  取n=n0+1,因为lim
m→¥
supH(f

m

n0+1
({x}),f

m

n0+1
({y}))≥inf

n∈z+
lim
m→¥
supH(f

m

nX({x}),f
m

n({y})),所以

lim
m→¥
supH(f

m

n0+1
({x}),f

m

n0+1
({y}))≥a。

由于
a
2<a

,则对任意的N∈N+,存在m0>N,使得 H(f
m0

n0+1
({x}),f

m0

n0+1
({y}))>

a
2
。令ε=

a
6
,l=m0,则有

H(f
m0

n0+1
({x}),f

m0({x}))<
a
6
,H(f

m0

n0+1
({y}),f

m0({y}))<
a
6
。

于是得到

H(f
m0

n0+1
({x}),f

m0

n0+1
({y}))≤

H(f
m0

n0+1
({x}),f

m0({x}))+H(f
m0({x}),f

m0({y}))+H(f
m0({y}),f

m0

n0+1
({y}))。

将各项估值代入上式可得
a
2<

a
3+H(f

m0({x}),f
m0({y})),从而有

a
6<H(f

m0({x}),f
m0({y}))成立。

  综上所述,对任意的N∈N+,存在m0>N,使得
a
6<H(f

m0({x}),f
m0({y}))。故存在δ=

a
6
,使得

lim
m→¥
supH(f

m({x}),f
m({y}))>δ>0。 证毕

  定理2 设(K(X),H)是 Hausdorff度量 H 诱导的超空间,n∈N+,fn:K(X)→K(X)是连续映射,

fn
s
→f。若Sn 是fn 的δ混沌集,∩

¥

n=1
Sn 是不可数集,则f 是Li-Yorke-δ混沌。

证明 由推论1可得f 是Li-Yorke混沌,下证f 是Li-Yorke-δ混沌,只需找到δ使得

lim
m→¥
supH(f

m({x}),f
m({y}))>δ>0。

  令S=∩
¥

n=1
Sn,则S 是f 的不可数集。任取{x},{y}⊂S⊂Sn,{x}≠{y}。因为Sn 是fn 的δ混沌集,所以存

在δ>0,对上述{x}和{y}有lim
m→¥
supH(f

m

n({x}),f
m

n({y}))>δ>0。取n=n0+1,对于lim
m→¥
supH(f

m

n0+1
({x}),

f
m

n0+1
({y}))>δ,由于

δ
2<δ

,所以对任意的N∈N+,存在m0>N,使得 H(f
m0

n0+1
({x}),f

m0

n0+1
({y}))>

δ
2
。又因
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为fn
s
→f,则对任意的ε>0,存在n0∈N+,当n>n0 时,对任意的l∈N+ 和上述{x},{y}有H(f

l

n({x}),

f
l({x}))<ε,H(f

l

n({y}),f
l({y}))<ε。令ε=

δ
6
,l=m0,则有H(f

m0

n0+1
({x}),f

m0({x}))<
δ
6
,H(f

m0

n0+1
X({y}),

f
m0({y}))<

δ
6
。

于是得到

H(f
m0

n0+1
({x}),f

m0

n0+1
({y}))≤

H(f
m0

n0+1
({x}),f

m0({x}))+H(f
m0({x}),f

m0({y}))+H(f
m0({y}),f

m0

n0+1
({y})),

即
δ
2<

δ
3+H(f

m0({x}),f
m0({y})),从而有

δ
6<H(f

m0({x}),f
m0({y}))成立。

  综上所述,对任意的N∈N+,存在m0>N,使得
δ
6<H(f

m0({x}),f
m0({y}))。故

lim
m→¥
supH(f

m({x}),f
m({y}))>

δ
6 >0

。 证毕

  定理3 设(K(X),H)是 Hausdorff度量 H 诱导的超空间,n∈N+,fn:K(X)→K(X)是连续映射,

fn
s
→f。若Sn 是fn 的分布混沌集,∩

¥

n=1
Sn 是不可数集,则f 是分布混沌。

证明 令S=∩
¥

n=1
Sn,从而S 是f 的不可数集。任取{x},{y}⊂S⊂Sn,且{x}≠{y}。因为fn

s
→f,所以对

任意的ε>0,存在n0∈N+,当n>n0 时,对任意的l∈N+ 和上述的{x},{y}有 H(f
l

n({x}),f
l({x}))<ε,

H(f
l

n({y}),f
l({y}))<ε。由Sn 是fn 的分布混沌集,则:1)存在δ>0,使得F(fn,{x},{y},δ)=0;2)对任意t

>0,F*(fn,{x},{y},t)=1。

1)任取α>0,且n=n0+1,显然有{x},{y}⊂Sn0+1
。即

lim
m→¥
inf1m#

{i|H(f
i

n0+1
({x}),f

i

n0+1
({y})<

δ
3 <δ,0≤i<m}=0。

由α>0,则对任意的N∈N+,存在m0>N,使得
1
m0
#{i|H(f

i

n0+1
({x}),f

i

n0+1
({y}))<

δ
3<δ

,0≤i<m0}<α。

从而有

#{i|H(f
i

n0+1
({x}),f

i

n0+1
({y}))<

δ
3 <δ,0≤i<m0}<m0α。

  令ε=
δ
3
,l=i,则有 H(f

i

n0+1
({x}),f

i({x}))<
δ
3
,H(f

i

n0+1
({y}),f

i({y}))<
δ
3
。而

H(f
i({x}),f

i({y}))≤H(f
i({x}),f

i

n0+1
({x}))+H(f

i

n0+1
({x}),f

i

n0+1
({y}))+H(f

i

n0+1
({y}),f

i({y}))<δ。

即#{i|H(f
i({x}),f

i({y}))<δ,0≤i<m0}=#{i|H(f
i

n0+1
({x}),f

i

n0+1
({y}))<

δ
3<δ

,0≤i<m0},得到

#{i|H(f
i({x}),f

i({y}))<δ,0≤i<m0}<m0α,或
1
m0
#{i|H(f

i({x}),f
i({y}))<δ,0≤i<m0}<α。

  对任意的N∈N+,存在m0>N,使得
1
m0
#{i|H(f

i({x}),f
i({y}))<δ,0≤i<m0}<α,则有

lim
m→¥
inf1m#

{i|H(f
i({x}),f

i({y}))<δ,0≤i<m}=0,

从而存在δ>0,使得F(f,{x},{y},δ)=0。

2)取n=n0+1,对任意的t>0,有F*(fn0+1
,{x},{y},t)=1。即有

lim
m→¥
sup

1
m#

{i|H(f
i

n0+1
({x}),f

i

n0+1
({y}))<

t
2 <t,0≤i<m}=1。
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  对上述的ε>0,存在n1∈N+,当m>n1 时,有1
m#

{i|H(f
i

n0+1
({x}),f

i

n0+1
({y}))<

t
2<t

,0≤i<m}<ε+1。

令ε=
t
3
,l=i,则有H(f

i

n0+1
({x}),f

i({x}))<
t
3
,H(f

i

n0+1
({y}),f

i({y}))<
t
3
。而

H(f
i({x}),f

i({y}))≤H(f
i({x}),f

i

n0+1
({x}))+H(f

i

n0+1
({x}),f

i

n0+1
({y}))+H(f

i

n0+1
({y}),f

i({y}))<t。

即#{i|H(f
i({x}),f

i({y}))<t,0≤i<m}=#{i|H(f
i

n0+1
({x}),f

i

n0+1
({y}))<

t
2<t

,0≤i<m}。对任意

的ε>0,存在n1∈N+,当m>n1 时,有1
m#

{i|H(f
i({x}),f

i({y}))<t,0≤i<m}<ε+1。

故有lim
m→¥
sup

1
m#

{i|H(f
i({x}),f

i({y}))<t,0≤i<m}=1。 证毕
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Li-YorkeChaosandDistributedChaosunderStronglyUniformConvergence

XIANGWeijie,JINYuguang
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Inordertostudytherelationbetweenthesequencemappingandthelimitmappinginchaos.[Methods]The
definitionofstronglyuniformconvergence,Li-Yorkechaos,Li-Yorke-δchaosanddistributionalchaosareintroducedonthe
hyperspace.Then,therelationbetweensequencemappingandlimitmappinginLi-Yorkechaos,Li-Yorke-δchaosanddistributional
chaosarediscussedbyusingthedefinitionofstronguniformconvergence.[Findings]IfthesequencemappingisLi-Yorkechaos(Li-
Yorke-δchaos,distributionalchaos)andthatalltheintersectionsoftheLi-Yorkescrambledsetareuncountablesetsonthe
hyperspace,thenthelimitmappingisLi-Yorkechaos(Li-Yorke-δchaos,distributionalchaos)onthehyperspace.Ifthesequence
mappingisLi-Yorkechaosandsatisfiestwoconditionsonthehyperspace,thenthelimitmappingisLi-Yorke-δchaos.[Conclusions]

Onthehyperspace,thesequencemapandlimitmapinthechaosarepreservedundertheconditionofstronguniformconvergence.
Keywords:stronglyuniformconvergence;Li-Yorkechaos;δscrambledset;distributionalchaos
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