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各向异性二维海森堡阻挫平方格子的基态性质
*
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摘要:【目的】研究二维各向异性海森堡阻挫平方格子的基态性质。【方法】采用线性自旋波理论,分析零温磁化强度、基

态相图和基态能与各向异性η和次近邻相互作用参数J2 之间的关系。【结果】当η和J2 取不同值时,系统有3个态,它

们分别是奈尔态、共线态和自旋液态。同时也发现,当η和J2 在一定范围内取值时,奈尔态和共线态能共存。【结论】在
相同参数下,当0≤J2/J1<0.5时,奈尔态更稳定,当J2/J1 在0.55附近时,奈尔态和共线态之间可以发生一阶相变,

在0.7≤J2/J1≤1时,共线态更稳定。
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自2008年发现铁基超导以来,海森堡自旋阻挫模型受到了极大的关注
[1-3]。这是因为铁基超导材料的磁性

质可以用共线(Collinear)型反铁磁模型来描述
[4],从而激发了人们对自旋阻挫模型研究的热情。就理论研究而

言,研究二维自旋阻挫系统比其他维更有趣:相比一维,二维有更加丰富的拓扑结构;对于三维,它的量子扰动和

阻挫效应没有二维强
[5]。因此目前理论研究热点主要集中在二维自旋阻挫模型。

一般而言,二维自旋阻挫格子模型主要包括:三角格子、平方格子、蜂巢格子、Kagome格子等。其中,研究最

广泛的是二维平方格子的自旋阻挫模型,通常称这种模型为J1-J2 阻挫模型
[6]。其中,J1 和J2 分别是描述自旋

 图1 二维平方格子的J1-J2 阻挫模型的经典基态图

 Fig.1 Classicalgroundstates

间最近邻和次近邻相互作用的参数。二维平

方格子J1-J2 阻挫模型的磁结构如图1所示。
图1a描述的是奈尔(Nèel)型反铁磁体,它相

应的波矢为QNèel(π,π);图1b和图1c描述的

是共线型反铁磁体,它们最近邻格点的磁性离

子自旋方向沿x(y)轴方向是反平行的,沿y
(x)方向是平行的,它们相应的波矢为Q1

Collinear

(π,0)和Q2
Collinear(0,π)。因此,共线型反铁磁体

的磁结构是二重简并。
对于各向同性的二维平方格子J1-J2 阻

挫模型,当J2≤0.4J1 时,系统是奈尔态;而当J2≥0.6J1 时,系统对应的是共线态;当0.4J1<J2<0.6J1 时,

系统出现了一个非磁性的无序态
[7-8]。许多研究者对非磁性的无序态进行了探讨,给出了一些不同的结论,比如

SpinliquidState
[7-8],SpinPeierlsState

[8],ChiralspinState
[9],PlaquetteState

[10]等等,目前大家比较接受Spin-
liquidState

[7]。
相比各向同性的二维平方格子阻挫模型,各向异性的情况则多了一个可以调控系统相变的自由度,一些研

究表明:当系统各向异性增强时,非磁性的无序态会消失,同时出现奈尔态和共线态共存
[9-10]。这不仅表明各向

异性能有效调控系统的相变,而且也暗示一些重要的问题可能被隐藏,比如目前未见报道零温奈尔态和共线态

共存时哪一个更稳定的问题等;因此进一步研究是必要的。
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基于此,本研究考虑一个交换各向异性的二维平方格子的阻挫模型,采用线性自旋波理论,探讨各向异性对

系统基态性质的影响。结果表明:在不同各向异性和次近邻相互作用参数下,系统出现了3个态,即:奈尔态、共
线态和自旋液态。在基态相图中,出现了奈尔态与共线态交叉区域,这表明在这个交叉区域内,不同的两个态在

相同的参数下能共存,即:此时系统有可能是奈尔态,也有可能是共线态,或两态共存。一个自然的问题是:在共

存区域中两个态哪个更稳定? 显然,回答它将是一件有意义的工作。

1模型和方法

交换各向异性的二维平方格子J1-J2 阻挫模型磁结构见图1,它的哈密顿量可以描述为:
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其中,J1,J2 分别描述二维平方格子自旋间最近邻(i,j)和次近邻[i,j]的相互作用参数。为了方便讨论,取
J1=1,在计算中只需考虑改变J2 的值。同时令玻尔兹曼常数κB=1,那么系统所有的物理量都是无量纲的量。

η为交换各向异性参数,取值范围为0≤η≤1。当η=0,η=1和0<η<1时,它们分别对应描述的是Ising模型、
各向同性的海森堡模型和各向异性的海森堡模型。S±

i 描述的是自旋升降算符,它满足如下对易关系:
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  本文采用线性自旋波理论来研究交换各向异性的二维平方格子的基态性质。为了便于讨论,将晶格划分成

两个子晶格,即相同子晶格的自旋方向相同,不同子晶格间自旋方向相反。这两个子晶格分别用字母A,B表示。
如果假定子晶格A的自旋方向向上,则子晶格B的自旋方向向下,子晶格磁化强度有mA=-mB,反之亦然。令

mA=-mB=m。

根据自旋波理论的标准步骤,首先将哈密顿量进行玻色化。这里采用Dyson-Maleev变换
[11-12],即:
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  将(2)式代入(1)式得到玻色化后的哈密顿量,保留二次项。其奈尔态和共线态的哈密顿量可以表示为:
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以上两式中下标NS和CS分别对应描述的是奈尔态和共线态。对(3)式和(4)式进行空间傅里叶变换,即:

ai=
1
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则(3)式和(4)式在动量空间的表示为:
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。

对(5)式和(6)式进行对角化。这里采用玻戈留玻夫变换,即:
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  对角化后的哈密顿量为:
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  根据统计物理,对玻色子有:<α+
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。其中β=1/(κBT),κB 是波尔兹曼常数。利用m=

S-<a+
iai>这一关系式,则可很容易得到零温时的磁化强度表达式,即:
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  利用对角化后的哈密顿量,根据关系式F=-
lntre-βHNS(CS)

2Nβ
(HNS(CS)是对角化后的哈密顿量),则有限温度

时自由能的解析表达式可表示为:
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零温时coth
βω1(2)k

2 ≅1,将它代入(9)式结合(7),(8)式可得FNS(CS)=
<HNS(CS)>
2N

。这说明零温时系统的自由能与

基态能相等。

2结果与讨论

  注:这里NS和CS分别表示的是奈尔态和共线态。
图2 不同各向异性下的零温磁化强度与

次近邻J2 之间的变化关系

Fig.2 Themagnetizationasafunctionof
J2fordifferentηvalues

图2给出了S=1/2时,不同η 值下零温磁化强度m
与J2 之间的变化关系。从图2可见:无论η 取何值,对于

奈尔态,m 始终随着J2 的增大而减小;对于共线态却恰好

相反。这不难理解:当J2=0时,方程(1)描述的是一个普

通的反铁磁模型;当J2 从0开始增大时,J1 与J2 之间将

出现相互竞争,这种竞争引入了阻挫。对于确定的J1,J2

值越大,系统的阻挫越强,阻挫越强系统越无序。当J2 值

增大到一定值时,这种竞争达到最大,系统出现了无序临

界点,这种情况对应的是奈尔态。J2 值继续增大,出现了

一个新的有序临界点,此时系统对应的是共线态。与奈尔

态不同,共线态时,J2 值越大,阻挫越弱。在这种情况下,

J2 值越大,m 值越大。综合上面的分析,图1的结果可归

结于J1 与J2 之间相互竞争的结果。
图2有3点需要强调:1)对于η=1,方程(1)描述的

是各向同性的情况,系统出现了3种相。在0≤Jc1
2 ≤

0.377时,系统对应的奈尔态;当0.512≤Jc2
2 ≤1时,系统是共线态;对于Jc1

2 <J2<J
c2
2 时,系统是一个非磁无序

相。当奈尔相向无序相转变的过程中,系统磁化强度是持续消失的,这意味着它们之间发生的相变是二阶相变;
而从无序相向共线相转变时,磁化强度迅速上升,这表明它们之间的相变是一阶相变。表1是不同方法的Jc1

2 和

Jc2
2 值,它显示本文结果与外推法、精确对角化和改进的自旋波方法的结果是一致的

[13-14];2)对于确定的J2,越
小的η对应越大m,这是由于各向异性抑制了系统的阻挫,且各向异性越强,其抑制能力越强;3)图2清晰地显

示了在η<0.9时,奈尔态和共线态共存。
图3给出了参数空间中模型的基态相图,它被分成了4个区域。图的最下面是奈尔态(NS);图的最上面是
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共线态(CS);图的左边是奈尔态和共线态共

存区域(NS或CS或Coexistence),这个区

域表示系统可以是奈尔态,也可以是共线

态,或者两态共存;图的右边有一个小的区

域是自旋液态。

下面将依据自由能极小的原理来研究

在共存区域的两个态哪个态更稳定。本研

究具体做法是:确定J2 值,通过图3的共存

表1 给出了不同方法得到的Jc1
2 和Jc2

2 值

Tab.1 ThevaluesofJc1
2 andJc2

2fordifferentmethods

参数 有限外推法[13] 精确对角化[13]
改进的自

旋波方法[14]
本文结果

Jc1
2 0.378 0.35 0.4 0.377

Jc2
2 0.512 0.66 0.6 0.513

区域来确定η的取值范围,在η的取值范围内计算两个态的自由能,通过对比值的大小来判断哪个态更稳定。

基于上面的思路,图4给出了不同J2 值下的自由能与各向异性之间的关系。实线和虚线分别描述的是NS
和CS的结果。从图4a看出,当J2 从0.1增大到0.4999的过程中,始终有FNS>FCS,这表明奈尔态更稳定。

同时注意到两态自由能之间的差异逐渐减小,且这种趋势对小的η 值尤为明显。通过反复的数值计算发现:当

J2=0.5时(图4b),在0≤η≤0.019的 范 围 内 出 现 了 两 个 态 的 自 由 能 相 等 的 情 况(判 断 标 准 为:当

FCS-FNS

FCS

≤0.0001时,认为两个态的自由能差异可以忽略,即可认为两个态的自由能相等),此时系统可以

是奈尔态,也可以是共线态,或两态共存;在η>0.019时,始终有FNS<FCS,此时奈尔态更稳定。

图3 参数空间中模型的基态相

Fig.3 Phasediagramshowingthestabilityof

differentphasesasafunctionofηandJ2

图4 不同J2 下的自由能与各向异性交换参数η之间的关系

Fig.4 Thefreeenergyasafunctionof

ηfordifferentJ2value

  当J2>0.5时(图4c),两个态的自由能曲线出

现了交叉点,在交叉点的左边区域有FNS>FCS,共

线态更稳定。在交叉点的右边区域有FNS<FCS,奈

尔态更稳定。这一过程可以这样来理解:对于小η,

此时系统的状态是共线态,随着η的增大,在交叉点

系统将会从共线态向奈尔态转变,这个转变是一阶

相变。过了交叉点,系统的状态是奈尔态。J2 继续

增大,两个态的自由能曲线不再相交,它们之间的差

异随着J2 的增大而变大,且始终有FNS>FCS,即此

时共线态更稳定。作为一个对比,表2是不同方法

给出的自由能值。

表2 不同方法得到的基态能值

Tab.2 Thevaluesofground-statefordifferentmethods

J2 本文结果
有限外

推法[13]

精确对

角化[13]

改进的自

旋波方法[14]

0 -0.65795 -0.66934 -0.66823 -0.66285

0.2 -0.58360 -0.58483 -0.58740 -0.58715

0.6 -0.46148 -0.47058 -0.48318 -0.47647

0.8 -0.5712 -0.57266 -0.58309 -0.57313

1 -0.69245 -0.69193 -0.71156 -0.69682
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3结论

本文采用线性自旋波理论,研究了自旋为1/2的二维各向异性的阻挫平方格子的基态性质。基态相图显示

了4个区域,即:奈尔态区域、共线态区域、自旋液体区域和奈尔态与共线态共存区域。本文重点讨论了在共存

区域内两个态的稳定性问题,结果表明:对于J2 小的情况,奈尔态更稳定;在J2=0.5时,出现两态重叠的情况,
即系统可能是奈尔态,也有可能是共线态,或者两态共存;当J2 在0.55附近取值时,两个态的自由能曲线相交,
交点左边,共线态更稳定,右边奈尔态更稳定;对于J2 值大的情况,共线态更稳定。

参考文献:
[1]MAF,LUZY,XIANGT.Arsenic-bridgedantiferromag-
ne-ticsuperexchangeinteractionsinLaFeAsO[J/OL].Phys
RevB,2008,78(22):224517[2017-11-23].https://jour-
nals.aps.org/prb/abstract/10.1103/PhysRevB.78.224517.

[2]ISHIBASHIS,TERAKURAKJ.Apossiblegroundstate
anditselectronicstructureofLaFeAsO[J].PhysSocJpn,

2008,77(SupplC):91-95.
[3]YILDIRIM T.Originofthe150KanomalyinLaFeAsO:

competingantiferromagneticinteractions,frustrationanda
structuralphasetransition[J/OL].PhysRevLett,2008,

101(5):057010[2017-11-23].https://journals.aps.org/prl/

abstract/10.1103/PhysRevLett.101.057010.
[4]VUJINOVI M,PANTI M,KAPORD,etal.Theoretical
modelsformagneticpropertiesofironpnictides[J/OL].
PhysB,2013,27(16):1350071[2017-11-23].http://www.
worldscientific.com/doi/abs/10.1142/S0217979213500719.

[5]MISGUICH G,LHUILLIER C.FrustratedSpinSystems
[M].2ndeidition.DIEPH T.Singapore:WorldScientific,

2013:3-7.
[6]BISHOPRF,LIPHY,DARRADIR,etal.Effectofani-
sotropyontheground-statemagneticorderingofthespin-
halfquantumJXXZ

1 -JXXZ
2 modelonthesquarelattice[J/

OL].PhysRevB,2008,78(5):054412[2017-11-23].ht-
tps://journals.aps.org/prb/abstract/10.1103/PhysRevB.
78.054412.

[7]DARRADIR,DERZHKOO,ZINKER,etal.Groundstate
phaseofthespin-1/2J1-J2Heisenbergantiferromagneton
thesquarelattice:ahigh-ordercoupledclustertreat-ment
[J/OL].PhysRevB,2008,78(21):214415[2017-11-23].
https://journals.aps.org/prb/abstract/10.1103/PhysRevB.
78.214415.

[8]DAGOTTOE,MOREOA.Phasediagramofthefrustrate-
dspin-(1/2)Heisenbergantiferromagnetintwodmensions
[J].PhysRevLett,1989,63(19):2148-2151.

[9]KALMEYERV,LAUGHLINRB.Equivalenceofthere-
sonating-valence-bondandfractionalquantum hallstates
[J].PhysRevLett,1987,59(18):2095-2098.

[10]CAPRIOTTIL,SORELLAS.Spontaneousplaquettedim-
erizationintheJ1-J2 Heisenberg model[J].PhysRev
Lett,2000,84(14):3173-3176.

[11]DYSONFJ.Generaltheoryofspin-waveinteractions[J].
PhysRev,1956,102(5):1217-1230.

[12]MALEEVSV.Scatteringofslowneutronsinferromag-
nets[J].ZhEkspTeorFiz,1958,6(33):776-784.

[13]RICHTERJ,SCHULENBURGJ.Thespin-1/2J1-J2 Hei-
senbergantiferromagnetonthesquarelattice:exactdiagonal-
izationforN=40spins[J].PhysJB,2010,73:117-124.

[14]XUJH,TINGCS.Phasediagramofthefrutratedsquare
Heisenberglatticebaseduponamodifiedspinwavetheory
[J].PhysRevB,1990,42(10):6861-6864.

PropertiesofTwo-DimensionAnisotropicFrustratedSquareHeisenbergLatticeontheGroundState

SIYuhao,HUAiyuan,CUIYuting
(CollegeofPhysicsandElectronicEngineering,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Tostudiedthegroundstatepropertiesofatwo-dimensionanisotropicsquarelatticeHeisenbergfrustrated
model.[Methods]Thesepropertieswereresearchedbymeansofthespinwavetheory.Theeffectsofanisotropyηandthenext-
nearestinteractionJ2onthemagnetizationandthegroundstateenergywereexploredindetailed.[Findings]Theresultsindicate
that,whentheanisotropicandthenext-nearestinteractionparameterstakethedifferentvalues,therearethreestates,i.e.,Nèel
state,collinearstateandspinliquidstate.AndtheNèelandcollinearstatescancoexist.ItmeansthatthesystemcanbeeitherNèel
sateorcollinearstate.[Conclusions]Undertheconditionofthesameparameters,when0≤J2/J1<0.5,theNèelsateismore
stable.InthevicinityofJ2/J1=0.55,afirst-orderphasetransformationbetweentheNèelandcollinearstatesmayalsooccur.For
0.7≤J2/J1≤1,thecollinearsateismorestable.
Keywords:classicspin-wavemodel;magneticanisotropy;antiferromagnet;magneticpropertiesofmonolayerthinfilm
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