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向量优化中广义E-Benson真有效解的性质研究
*
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摘要:【目的】为了将向量优化问题的广义E-Benson真有效解的一些性质推广到拟内部空间。【方法】利用改进集和拟内

部等工具在适当的广义凸性条件下进行了研究。【结果】建立了广义E-Benson真有效解的线性标量化结果。【结论】为研

究向量优化问题的解的性质提供了新的方法。
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向量优化理论与方法在经济管理、工程设计与交通运输等诸多领域中都有十分重要的应用。近些年来,关
于向量优化问题研究已有一些重要成果[1-2]。在向量优化领域中,关于解的定义及其研究性质是十分重要的研

究方向之一。有效解和弱有效解是向量优化领域中十分基础的两类解概念。然而由于有效解集或弱有效解集

一般可能太大,一些学者提出了各种类型的真有效解概念对有效解或弱有效解进行限制。特别地,Benson[3]利
用投影锥提出了Benson真有效解的概念并研究了这类真有效解的一些性质。关于Benson真有效解的性质的

进一步研究见文献[4-5]等。特别地,Yang等人[5]在拓扑线性空间中提出了集值映射的邻近次似凸性,并建立了

邻近次似凸性下的择一性定理。进而利用相应的择一性定理研究了向量优化问题Benson真有效解的线性标量

化性质。
由于向量优化问题的精确解即使在非常弱的条件下也可能不存在,因此,近年来一些学者开始从不同的角

度提出向量优化问题的各种不同类型的近似解概念,并研究了相应的近似解的一些性质。2012年Gutierrez等

人[6]提出了无限维空间中改进集的定义并研究了改进集的一些性质及它们在向量优化中的应用。改进集是一

类在统一框架下研究向量优化问题的解定义及性质的重要工具。这类工具也已被广泛应用于向量优化问题研

究[7-8]。最近,Zhao和Yang[9]利用改进集提出了向量优化问题的E-Benson真有效解概念,这类真有效解的概念

统一了Benson真有效解和近似Benson真有效解等一些已有的真有效解概念,并利用E-次似凸性假设条件下的

择一性定理建立了集值向量优化问题E-Benson真有效解的线性标量化定理和拉格朗日乘子定理。廖伟[10]利用

改进集和回收锥等工具提出一类新的近似真有效解概念———广义E-Benson真有效解,并研究这类解的线性标

量化性质和拉格朗日乘子定理等。
值得注意的是,向量优化中各类经典的解定义一般依赖于像空间中序锥的拓扑内部的非空性。基于此,当

序锥的拓扑内部可能为空时,如何定义向量优化问题的解概念并研究各类解的性质等具有十分重要的理论意

义[11-14]。受文献[9-10,13,15-16]中研究工作的启发,本文在一般实线性空间中利用改进集和拟内部等工具,研
究了集值向量优化问题广义E-Benson真有效解的一些性质,在适当的广义凸性条件下建立了广义E-Benson真

有效解的一些线性标量化结果。

1预备知识

本文假定Y 是实非退化分离局部凸拓扑向量空间。令A 是Y 中的子集,A 称为真的如果A≠∅且A≠Y。
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此外,A 的生成锥、正对偶锥、严格正对偶锥和回收锥分别定义为:

coneA={αa|α≥0,a∈A},A+={μ∈Y*|<μ,y>≥0,∀y∈A},
A+s={μ∈Y*|<μ,y>>0,∀y∈A\{0}},A∞={y∈Y|a+R++y⊂A,∀a∈A}。

进一步,设A 是Y 中的非空凸子集,A 的拟内部qiA 和拟相对内部qriA 分别表示为:

qiA={y∈A|cl(cone(A-y))=Y},qriA={y∈A|cl(cone(A-y))是Y 的线性子空间}。

Z췍linescu[18]指出:qiA=A∩qi(clA),qriA=A∩qri(clA)。
对Y 中凸子集A,intA⊂qiA⊂qriA;如果intA≠∅,则intA=qiA;如果qiA≠∅,则qiA=qriA。此外,A 在

点y 的支撑泛函定义为σA(y*)=sup
y∈A
{y*(y)},∀y*∈Y*。

定义1[6] 设K 是Y 中的非空凸锥,E 是Y 中的非空集合。称E⊂Y 是关于K 的改进集,如果0∉E 且E+
K=E。

本文考虑下面的集值向量优化问题(VOP):

minF(x),s.t.x∈D,
其中D⊂X 非空,F:D →→Y 是具有非空值的集值映射。

定义2[10] 设K 是Y 中的非空凸锥,E 是Y 中关于K 的非空改进集,A 是Y 中的非空集合。称a∈A 是A
的广义E-Benson真有效点,若cl(cone(A+E-a))∩(-E∞)={0},记为a∈OE∞BS。称(x,y)是(VOP)的广义E-
Benson真有效点,若y∈F(x)∩OE∞BS(F(D))。

定义3[20] 设K 是Y 中的非空凸锥,E 是Y 中关于K 的非空改进集,F:D →→Y 是集值映射,称F 在D 上是

邻近E-次似凸的,若cl(cone(F(D)+E))是凸集。
考虑标量化问题(VOP)μ:

min
x∈D

<μ,F(x)>,μ∈Y*\{0Y*}。

称(x,y)是(VOP)μ 的E-最优点,若对任意的x∈D,y∈F(x),<μ,y-y>≥σ-E(μ)。
由拟内部和拟相对内部的性质以及文献[19]中的定理2.1可得如下引理。
引理1 设A 和B 是Y 中具有非空拟内部的非空凸子集,如果cl(cone(qiA-qiB))不是Y 的线性子空间,

则存在y*∈Y*\{0Y*}使得<y*,a>≤<y*,b>,∀a∈A,∀b∈B。
引理2[14] 设A 是Y 中的非空子集,K 是Y 中具有非空拟内部的真凸锥且E 是Y 中关于K 的改进集。如

果cl(cone(A+E))是凸集,则qi(cl(cone(A+E)))≠∅。
引理3[14] 设K 是Y 中具有非空拟内部的真凸锥,E 是Y 中关于K 的改进集,A 是Y 中非空子集,如果

cl(cone(A+E))是凸集且qi(cl(cone(A+E)))≠∅,则cl(cone(A+E))不是Y 的线性子空间。
引理4[14] 设K 是Y 中具有非空拟内部的真凸锥,E 是Y 中关于K 的凸改进集,A 是Y 中非空子集,则

cl(cone(A+qiE))=cl(cone(A+E))。

2拟内部下广义E-Benson真有效解的线性标量化

引理5 设K 是Y 中的具有非空拟内部的真凸锥,E 是Y 中关于K 的凸改进集,则qiK⊂qiE∞。
证明 因为E 是凸集,所以E∞是凸集。故qiE∞有意义。又由E 是关于K 的改进集和回收锥的定义可知

K⊂E∞。从而利用拟内部的定义可知qiK⊂qiE∞。
注1 由引理5可知,qiK≠∅蕴含qiK∞≠∅。
引理6 设K 是Y 中具有非空拟内部的真凸锥,E 是Y 中关于K 的真闭凸改进集,则E∞ 是闭集且0∉

qiE∞。
证明 先证E∞是闭集,即证clE∞⊂E∞。对任意的e∈clE∞,则存在网{eα}⊂E∞使得lim

α
eα=e。又对任意的

e∈E 和λ>0,由E+E∞=E 可知e+λeα∈E。故由E 的闭性可知,对任意的λ>0,e+λe∈E。从而由回收锥的

定义可知,e∈E∞。因此,E∞是闭集。
下证0∉qiE∞,用反证法。若0∈qiE∞,则由拟内部的定义可得cl(cone(E∞))=cl(cone(E∞-0))=Y,故

E∞=cl(cone(E∞))=Y。再次利用E+E∞=E 可得E=Y,这与E 是Y 中的真子集矛盾。故0∉qiE∞。 证毕

定理1 设K 是Y 中具有非空拟内部的真凸锥,E 是Y 中关于K 的改进集。若存在μ∈(E∞)+s使得(x,y)
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是(VOP)μ 的E-最优点,则(x,y)是(VOP)的广义E-Benson真有效点。
证明类似于文献[10]中的定理3.3.1的证明过程可知,结论成立。
定理2 设K 是Y 中具有非空拟内部的真凸锥,E 是Y 中关于K 的真闭凸改进集,F-y是邻近E-次似凸

的。若(x,y)是(VOP)的广义E-Benson真有效点,则存在μ∈E+
∞\{0Y*}使得(x,y)是(VOP)μ 的E-最优点。

证明 因为(x,y)是(VOP)的广义E-Benson真有效点,则x∈D,y∈F(x)且:

cl(cone(F(D)+E-y))∩(-E∞)={0}, (1)
利用(1)式和引理6可知,

qi(cl(cone(F(D)+E-y)))∩(-qiE∞)=∅。 (2)
此外,F-y是邻近E-次似凸的可知,cl(cone(F(D)+E-y))是凸集。又因为E 是关于E∞的改进集,所以由(2)
式和引理3可知,cl(cone(F(D)+E-y))不是Y 的线性子空间。由引理4和文献[17]中的引理1.6可得:

cl(cone(F(D)-y+E))=cl(cone(F(D)-y+E+E∞))=cl(cone(F(D)-y+E+qiE∞))=
cl(cl(cone(F(D)-y+E))+qiE∞)=cl(qi(cl(cone(F(D)-y+E)))+qiE∞)。

故cl(qi(cl(cone(F(D)-y+E)))+qiE∞)不是线性子空间。再次利用F-y的邻近E-次似凸性和引理2可知:

qi(cl(cone(F(D)+E-y)))≠∅, (3)
因此,由(3)式、注1和引理1可知,存在μ∈Y*\{0Y*}使得:

<μ,y-y+e+εk>≥0,∀y∈F(D),∀e∈E,∀k∈E∞,∀ε>0。 (4)
在(4)式中令ε→+∞可得对任意的k∈E∞,<μ,k>≥0。因此,μ∈E+

∞\{0Y*}。在(4)式中令ε→0可知,对任意的

y∈F(D)和e∈E,<μ,y-y>≥<μ,-e>,则:
<μ,y-y>≥sup

e′∈-E
<μ,e′>=σ-E(μ),∀y∈F(D)。

这意味着(x,y)是(VOP)μ 的E-最优点。 证毕
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CharacterizationsofGeneralizedE-BensonProperEfficientSolutionsinVectorOptimization

LIUXuewen,WANGTing,WANGDingguo
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]InordertogeneralizesomepropertiesofgeneralizedE-Bensonproperefficientsolutionsofvectoroptimization

problemstoquasiinteriorspaces.[Methods]Underpropergeneralizedconvexityconditions,somepropertiesofgeneralizedE-Ben-
sonproperefficientsolutionsofvectoroptimizationproblemsarestudiedby meansofimprovementsetsandquasiinterior.
[Findings]SomelinearscalarresultsofgeneralizedE-Bensonproperefficientsolutionsareestablished.[Conclusions]Itprovidesa
newmethodforstudyingthepropertiesofsolutionsofvectoroptimizationproblems.
Keywords:vectoroptimization;generalizedE-Bensonproperefficientsolutions;quasiinterior;linearscalarization
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