
 2018年5月 重庆师范大学学报(自然科学版) May2018
第35卷 第3期 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) Vol.35 No.3

2017年度重庆市出版专项基金资助栏目    DOI:10.11721/cqnuj20180303

运筹学与控制论

D-半预不变凸映射的一些判别准则
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摘要:【目的】为锥意义下的半预不变凸映射提供一些判别准则。【方法】利用向量值映射的半连续性、中间点凸性等条件。

【结果】首先,在向量值映射的半连续性条件下,可以用中间点的D-半预不变凸性来刻画D-半预不变凸性;其次,在D-半

严格半预不变凸性条件下,通过中间点的D-半预不变凸性获得了D-半预不变凸性;最后,在D-半严格半预不变凸性和下

半连续条件下给出了D-半预不变凸性的充分条件。【结论】所得的结果将相关文献的一些结论推广到了向量值半预不变

凸情形。
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凸性理论对最优化理论影响非常深远,它在数理经济、对策论、工程技术和管理科学等方面都起着非常重要

的作用。有关凸性理论的研究是数学规划的重要方向之一,而对不变凸性的研究又是其中非常重要的一项。

1981年,Hanson[1]第一个提出不变凸概念,后来被Craven[2]正式命名为“invex”。不变凸函数是对凸函数的重

要补充,它继承了凸函数的许多良好性质(如局部极小点是全局极小点,驻点是极小点等等)。因此,通过对不变

凸性的研究可以推广凸性的已有结果,进而解决非线性规划中最优解的充分性、对偶性等问题,对数学规划理论

及应用都有着至关重要的作用。

1988年,Weir和 Mond[3]引入了预不变凸函数的概念。1991年,Pini[4]进一步将拟不变凸和伪不变凸函数

推广到不可微情形,定义了预拟不变凸和预伪不变凸函数,并证明了可微的预不变凸函数就是不变凸函数。为

了研究不变凸性与预不变凸性间的关系,1995年 Mohan和Neogy[5]引入条件C,证明了在条件C下不变凸函数

就是预不变凸函数。2001年,Yang和Li[6]在条件C下建立了预不变凸函数的一些重要刻画。同年,Yang和

Li[7]引入了严格预不变凸和半严格预不变凸函数的概念并讨论了它们的性质,并在条件C下讨论了它们与预不

变凸函数间的关系。2001年,Yang等人[8]又研究了预拟不变凸函数,并提出了严格预拟不变凸函数和半严格预

拟不变凸函数,讨论了它们的性质及相互关系。后来,不断有学者投入到预不变凸性的研究当中[9-15]。
为研究一类变分不等式,1992年Yang和Chen[16]引入了半预不变凸函数的概念,这类函数可看作是对不变

凸函数的推广。1994年,杨新民[17]引入了半预不变拟凸、严格半预不变拟凸、半严格半预不变拟凸等函数概念,
讨论这些函数的一些性质及它们在多目标规划中的应用,表明了研究半预不变凸性是有一定意义的。2003年,

Yang等人[18]利用水平集、上图像等给出了半预不变凸函数的一些刻画,并且表明半预不变凸函数的点态上确界

以及商也是半预不变凸函数。
另一方面,凸性及广义凸性在向量优化中也扮演着十分重要的角色,它是研究向量优化问题解的存在性与

解集刻画、最优性条件以及对偶理论等方面的重要工具。1988年,Weir和Jeyakumar[19]引入了向量值映射在锥

意义下的预不变凸性和不变凸性的概念。2006年,Peng和Zhu[20]提出了D-半严格预不变凸映射和D-严格预不

变凸映射,并讨论了这两类映射以及D-预不变凸映射之间的相互关系。2009年,Long等人[21]用D-半严格预不

变凸映射刻画了D-预不变凸映射,并讨论了D-半严格预不变凸映射在向量优化中的应用。
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结合实值映射的半预不变凸性[16]以及向量值映射的预不变凸性[20]的思想,2014年,彭再云等人[22]引入了

D-半预不变凸性、D-半严格半预不变凸性和D-严格半预不变凸性的概念,在条件E下讨论了它们的相互关系。
进一步,彭再云等人[23]又提出了D-半预不变真拟凸映射、D-半严格半预不变真拟凸映射和D-严格半预不变真

拟凸映射,给出了D-半预不变真拟凸性的判定定理以及这几类广义凸性间的关系。2015年,唐莉萍和杨新民[24]

对文献[22]中的一个例子进行了修正,并给出了D-半预不变凸性映射的一些新刻画。
有关锥意义下的半预不变凸性的研究主要集中在半预不变拟凸映射上[23,25-26],而有关半预不变凸映射的研

究却比较少。因此,受文献[6-7,20,22]的启发,本文重点研究D-半预不变凸映射,结合向量值映射的半连续性

以及中间点凸性,给出D-半预不变凸映射的一些判别准则。

1预备知识

本文均假设X,Y 是实局部凸拓扑线性空间,K 是X 的非空子集,D 是Y 中具有非空拓扑内部的点闭凸锥,

η:X×X×[0,1]→X 是一个向量值映射。N表示全体正整数的集合。设Y*为Y 的拓扑对偶,D 的对偶锥D*

定义为D*∶={x*∈Y*|x*(y)≥0,∀y∈D}。
定义1[22] 称K 是关于η 的半不变凸集,若∀x,y∈K,∀α∈[0,1],∀λ∈[0,1],有y+αη(x,y,λ)∈K。
定义2[22] 设K 是关于η的半不变凸集,f:K→Y 是一个向量值映射,则:
(i)称f在K 上关于η是D-半预不变凸的,若∀x,y∈K,∀α∈[0,1],∀λ∈[0,1],有:

f(y+αη(x,y,λ))∈αf(x)+(1-α)f(y)-D。
(ii)称f在K 上关于η是D-半严格半预不变凸的,若∀x,y∈K:f(x)≠f(y),∀α∈(0,1),∀λ∈[0,1],有

f(y+αη(x,y,λ))∈αf(x)+(1-α)f(y)-intD。
注1 显然,当η(x,y,λ)=η(x,y)(即η与λ无关)时,D-半预不变凸映射就退化为D-预不变凸映射[19],进一

步若Y=R,D=R+则又退化为预不变凸函数[3]。所以D-半预不变凸映射是对D-预不变凸映射和预不变凸函数

的真推广。文献[22]举例表明了D-半预不变凸映射是大量存在的。
众所周知,条件C在不变凸性的研究中起着至关重要的作用。同样,为了研究半预不变凸性,需要将条件C

进行相应的拓广,也即条件E,该条件在半预不变凸性的研究中也是非常关键的。
定义3[24] 称向量值映射η:X×X×[0,1]→X 在K 上满足条件E,若∀x,y∈K,∀α∈[0,1],∀λ∈[0,1],

有:

E1)η(y,y+αη(x,y,λ),λ)=-αη(x,y,λ);
E2)η(x,y+αη(x,y,λ),λ)= (1-α)η(x,y,λ)。
类似于文献[13]中对条件C建立的性质,文献[24]得到了关于条件E的一个重要性质,并且此文献还表明

这个性质只需要条件E1 便可获得。
性质1[24] 若向量值映射η:X×X×[0,1]→X 在K 上满足条件E1,则:

η(y+α1η(x,y,λ),y+α2η(x,y,λ),λ)=(α1-α2)η(x,y,λ),∀x,y∈K,∀α1,α2∈[0,1],∀λ∈[0,1]。
同样也需要将条件D[8]拓广到锥意义下的半预不变凸情形,具体如下。
定义4 称向量值映射f:K→Y 关于η满足条件F,若∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],有:

f(y+η(x,y,λ))∈f(x)-D。
在刻画锥凸性时需要用到以下向量值映射的半连续性概念。
定义5[22] 设向量值映射f:K→Y,若对任意的q∈D*,q췍f(·)在K 上是上半连续的,则称f 在K 上是

*-上半连续;若q췍f(·)在K 上是下半连续的,则称f在K 上是*-下半连续。
在讨论向量值映射的时候,经常会用到以下由双极化定理获得的结论。
引理1[20] d∈D⇔q(d)≥0,∀q∈D*。

2主要结果

为了得到D-半预不变凸映射的一些刻画,需要借助下面的稠密性结论。
引理2[24] 设K 是关于η:X×X×[0,1]→X 的半不变凸集,且η在K 上满足条件E;假设f:K→Y 关于η

满足条件F。如果 ∃α∈(0,1),s.t.
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f(y+αη(x,y,λ))∈αf(x)+(1-α)f(y)-D,∀x,y∈K,∀λ∈[0,1]。
则集合A={γ∈[0,1]|f(y+γη(x,y,λ))∈γf(x)+(1-γ)f(y)-D,∀x,y∈K,∀λ∈[0,1]}在区间[0,1]中稠

密。
首先,在向量值映射的半连续性条件下,利用中间点的D-半预不变凸性来刻画D-半预不变凸性。
定理1 设K 是关于η:X×X×[0,1]→X 的半不变凸集,且η在K 上满足条件E;假设f:K→Y 是*-下半

连续的且关于η满足条件F。则f在K 上关于η 是D-半预不变凸的,当且仅当 ∀λ∈[0,1],∀x,y∈K,∃α∈
(0,1),s.t.

f(y+αη(x,y,λ))∈αf(x)+(1-α)f(y)-D。 (1)
证明 必要性是显然的,只需证明充分性。假设f 在K 上不是D-半预不变凸的。注意到条件F以及

f(y)∈f(y)-D,∀y∈K,则∃λ∈[0,1],∃x,y∈K,∃β∈(0,1),s.t.
f(y+βη(x,y,λ))∉βf(x)+(1-β)f(y)-D。 (2)

设xt∶=y+tη(x,y,λ),t∈(β,1]。定义:

B∶={xt∈K t∈(β,1],f(xt)=f(y+tη(x,y,λ))∈tf(x)+ (1-t)f(y)-D},

u=inf{t∈(β,1]xt∈B}。

由条件F 知x1∈B,故B≠∅。另外,由(2)式知xβ∶=y+βη(x,y,λ)∉B。从而,当β≤t<u时,xt∉B。由u的

定义,∃{tn}:tn≥u,xtn∈B,s.t.tn→u(n→∞)。由于xtn∈B,则:

f(xtn
)∈tnf(x)+(1-tn)f(y)-D,∀n∈N, (3)

即tnf(x)+(1-tn)f(y)-f(xtn
)∈D,∀n∈N。由引理1得:

q췍[tnf(x)+(1-tn)f(y)-f(xtn
)]≥0,∀q∈D*,∀n∈N。 (4)

注意到q是线性泛函,则由上式得:

tnq췍f(x)+(1-tn)q췍f(y)≥q췍f(xtn
),∀q∈D*,∀n∈N。 (5)

由于f:K→Y 是*-下半连续的,则∀q∈D*,q췍f(·)是下半连续的,结合(5)式得:

q췍f(xu)=q췍f(y+uη(x,y,λ))≤lim
n→∞

q췍f(y+tnη(x,y,λ))=lim
n→∞

q췍f(xtn
)≤

lim
n→∞

tnq췍f(x)+(1-tn)q췍f(y[ ])=uq췍f(x)+(1-u)q췍f(y),∀q∈D*。 (6)

从而,q췍uf(x)+(1-u)f(y)-f(xu[ ])≥0,∀q∈D*。再由引理1得:

uf(x)+(1-u)f(y)-f(xu)∈D。 (7)

于是得xu=y+uη(x,y,λ)∈B。

类似地,设yt∶=y+tη(x,y,λ),t∈ [0,β)。定义:

C:= {yt∈K t∈[0,β),f(yt)=f(y+tη(x,y,λ))∈tf(x)+ (1-t)f(y)-D},

v=sup{t∈[0,β)|yt∈C。}

易知y0=y∈C,故C≠∅。另外,由(2)式知yβ∶=y+βη(x,y,λ)∉C。从而,当v<t≤β时,yt∉C。由v的定义,

∃{sn}:sn≤v,ysn∈C,s.t.sn→v(n→∞)。类似地,利用f 的*-下半连续性,重复(3)式到(7)式的步骤,并将其

中的xtn
替换为ysn

,tn 替换为sn,xu 替换为yv,u替换为v,也可以得到yv=y+vη(x,y,λ)∈C。
另一方面,由u,v的定义知,0≤v<β<u≤1。对任意的α∈(0,1),由性质1得:

xu+αη(yv,xu,λ)=y+uη(x,y,λ)+αη(y+vη(x,y,λ),y+uη(x,y,λ),λ)=

y+uη(x,y,λ)+α(v-u)η(x,y,λ)=y+[αv+(1-α)u]η(x,y,λ)。
令w∶=αv+(1-α)u,α∈(0,1),则由上式得xw∶=y+wη(x,y,λ)=xu+αη(yv,xu,λ)。由于α∈(0,1),则w∈
(v,u),从而xw∉B∪C,∀α∈(0,1)。因为xu∈B,yv∈C,则:

uf(x)+(1-u)f(y)∈f(xu)+D,vf(x)+(1-v)f(y)∈f(yv)+D。 (8)
注意到D 是凸锥,结合(8)式得:

wf(x)+(1-w)f(y)=[αv+(1-α)u]f(x)+{1-[αv+(1-α)u]}f(y)=
α[vf(x)+(1-v)f(y)]+(1-α)[uf(x)+(1-u)f(y)]∈

α[f(yv)+D]+(1-α)[f(xu)+D]⊆αf(yv)+(1-α)f(xu)+D,∀α∈(0,1)。
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从而有:

αf(yv)+(1-α)f(xu)∈wf(x)+(1-w)f(y)-D,∀α∈(0,1)。 (9)
下证:

f(xw)=f(xu+αη(yv,xu,λ))∉αf(yv)+(1-α)f(xu)-D,∀α∈(0,1)。 (10)
假设(10)式不成立,则∃α∈(0,1),s.t.w=αv+(1-α)u,且:

f(xw)=f(xu+αη(yv,xu,λ))∈αf(yv)+(1-α)f(xu)-D。 (11)
由(9),(11)式以及D 是凸锥得:

f(x w)∈wf(x)+(1-w)f(y)-D。 (12)
由于xw∉B∪C,∀α∈(0,1),则f(x w)∉wf(x)+(1-w)f(y)-D,与(12)式相矛盾,故(10)式成立。

综上可得:∃λ∈[0,1],∃xu,yv∈K,∀α∈(0,1)有

f(xu+αη(yv,xu,λ))∉αf(yv)+(1-α)f(xu)-D,
与(1)式相矛盾。所以,f在K 上是D-半预不变凸的。 证毕

注2 定理1将文献[6]中定理3.2的实值预不变凸推广到了向量值半预不变凸情形。
定理2 设K 是关于η:X×X×[0,1]→X 的半不变凸集,且η在K 上满足条件E;假设f:K→Y 是*-上半

连续的且关于η满足条件F。则f在K 上关于η是D-半预不变凸的,当且仅当∃α∈(0,1),s.t.
f(y+αη(x,y,λ))∈αf(x)+(1-α)f(y)-D,∀x,y∈K,∀λ∈[0,1]。

证明 必要性是显然的,只需证明充分性。
假设f在K 上不是D-半预不变凸的。注意到条件F以及f(y)∈f(y)-D,∀y∈K,则∃λ∈[0,1],∃x,

y∈K,∃β∈(0,1),s.t.
f(y+βη(x,y,λ))∉βf(x)+(1-β)f(y)-D。 (13)

由引理2知集合A=γ∈[0,1]|f(y+γη(x,y,λ))∈γf(x){ + (1-γ)f(y)-D,∀x,y∈K,∀λ∈[0,1 }]在区间[0,1]中稠

密。因而,存在序列{βn}⊂(0,1)∩A,使得βn<β,∀n∈N且βn→β(n→∞)。定义zn∶=y+β
-βn

1-βn
η(x,y,λ),∀n∈N。注

意到β-βn

1-βn
∈(0,1)以及K 是关于η的半不变凸集,所以zn∈K。又由于β-βn

1-βn
→0(n→∞),故有zn→y(n→∞)。由条件

E得:

zn+βnη(x,zn,λ)=y+β
-βn

1-βn
η(x,y,λ)+βnηx,y+β

-βn

1-βn
η(x,y,λ),

æ

è
ç

ö

ø
÷λ =

y+β
-βn

1-βn
η(x,y,λ)+βn 1-β-βn

1-β
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
η(x,y,λ)=y+βη(x,y,λ)≜zβ。 (14)

因为f:K→Y 是*-上半连续,则∀q∈D*,q췍f(·)在K 上是上半连续的。因此∀ε>0,∃n0∈N,当n>n0 时,

q췍f(zn)≤q췍f(y)+ε。 (15)

因为βn∈A,则对于x,zn∈K,λ∈[0,1],结合(14)式得:

f(zβ)=f(zn+βnη(x,zn,λ))∈βnf(x)+(1-βn)f(zn)-D,

即βnf(x)+(1-βn)f(zn)-f(zn+βnη(x,zn,λ))∈D。由引理1得:

q췍[βnf(x)+(1-βn)f(zn)-f(zn+βnη(x,zn,λ))]≥0,∀q∈D*。
进而,有:

q췍[βnf(x)+(1-βn)f(zn)]≥q췍f(zn+βnη(x,zn,λ)),∀q∈D*。 (16)
由(14),(15)以及(16)式,对任意的q∈D*有:

q췍f(zβ)=q췍f(zn+βnη(x,zn,λ))≤q췍[βnf(x)+(1-βn)f(zn)]=

βnq췍f(x)+(1-βn)q췍f(zn)≤βnq췍f(x)+(1-βn)[q췍f(y)+ε]→

βq췍f(x)+(1-β)[q췍f(y)+ε](n→∞)。
由于ε>0可以任意小,故有q췍f(zβ)≤βq췍f(x)+(1-β)q췍f(y),∀q∈D*。从而,q췍[βf(x)+(1-β)f(y)-
f(zβ)]≥0,∀q∈D*。再由引理1得:
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βf(x)+(1-β)f(y)-f(zβ)=βf(x)+(1-β)f(y)-f(y+βη(x,y,λ))∈D,
与(13)式矛盾。所以,f在K 上关于η是D-半预不变凸的。 证毕

注3 定理2将文献[6]中定理3.1、文献[10]中定理2.1的实值预不变凸情形,以及文献[20]中定理2.2的

向量值预不变凸情形,推广到了向量值半预不变凸情形。另外,此定理表明文献[22]中定理1的条件“K 是开

集”可以去掉。
接下来,在D-半严格半预不变凸性条件下,通过中间点的D-半预不变凸性来获得D-半预不变凸性的一个

充分条件。
定理3 设K 是关于η:X×X×[0,1]→X 的半不变凸集,且η在K 上满足条件E;假设f:K→Y 在K 上关

于η是D-半严格半预不变凸的。如果∃α∈(0,1),s.t.
f(y+αη(x,y,λ))∈αf(x)+(1-α)f(y)-D,∀x,y∈K,∀λ∈[0,1]。 (17)

则f在K 上关于η是D-半预不变凸的。
证明 假设f在K 上不是D-半预不变凸的。注意到f(y)∈f(y)-D,∀y∈K,则∃λ∈[0,1],∃x,y∈K,

∃β∈(0,1],s.t.
f(y+βη(x,y,λ))∉βf(x)+(1-β)f(y)-D。 (18)

1)若f(x)≠f(y),由于f 是D-半严格半预不变凸的,则∀λ∈[0,1],∀r∈[0,1]有f(y+rη(x,y,λ))∈
rf(x)+(1-r)f(y)-intD,与(18)式相矛盾。

2)若f(x)=f(y)。设zβ∶=y+βη(x,y,λ),则(18)式变成:

f(zβ)∉f(x)-D=f(y)-D。 (19)
从而有:

f(zβ)≠f(x),f(zβ)≠f(y)。 (20)
由(17),(18)式知β≠α,下面分情况讨论。

1)若0<β<α<1。令u∶=β
α
,则0<β<u<1。设zu∶=y+uη(x,y,λ),由性质1得:

y+αη(zu,y,λ)=y+αηy+β
αη(x,y,λ),y,

æ

è
ç

ö

ø
÷λ =y+α·β

αη(x,y,λ)=y+βη(x,y,λ)=zβ。

于是,由(17)式得:

f(zβ)=f(y+αη(zu,y,λ))∈αf(zu)+(1-α)f(y)-D。 (21)

令t∶=u-β1-β
=
(1-α)β
α(1-β)

,则0<t<1。由条件E得:

zβ+tη(x,zβ,λ)=y+βη(x,y,λ)+
u-β
1-βη

(x,y+βη(x,y,λ),λ)=

y+βη(x,y,λ)+
u-β
1-β

·(1-β)η(x,y,λ)=y+uη(x,y,λ)=zu。

由于f在K 上是D-半严格半预不变凸的,由(20)式得:

f(zu)=f(zβ+tη(x,zβ,λ))∈tf(x)+(1-t)f(zβ)-intD。 (22)
注意到f(x)=f(y)且D 为凸锥,由(21),(22)式得:

f(zβ)∈αf(zu)+(1-α)f(y)-D⊆α[tf(x)+(1-t)f(zβ)-intD]+(1-α)f(y)-D⊆
(αt+1-α)f(x)+α(1-t)f(zβ)-D。

移项得(1-α+αt)f(zβ)∈(αt+1-α)f(x)-D。由于1-α+αt>0及D 为凸锥,所以f(zβ)∈f(x)-D,与(19)
式矛盾。

2)若0<α<β≤1。令v∶=β-α1-α
,则0<v≤β。设zv∶=y+vη(x,y,λ),由条件E得:

zv+αη(x,zv,λ)=y+vη(x,y,λ)+αηx,y+vη(x,y,λ),( )λ =

y+vη(x,y,λ)+α(1-v)ηx,y,( )λ =y+βη(x,y,λ)=zβ。
于是,由(17)式得:

f(zβ)=f(zv+αη(x,zv,λ))∈αf(x)+(1-α)f(zv)-D。 (23)
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另一方面,令s∶=β-v
β
,则0≤s<1。由性质1得:

zβ+sη(y,zβ,λ)=y+βη(x,y,λ)+β
-v
β η(y,y+βη(x,y,λ),λ)=

y+βη(x,y,λ)+β
-v
β
·(-β)η(x,y,λ)=y+vη(x,y,λ)=zv。

由于f在K 上是D-半严格半预不变凸的,再结合(20)式得:

f(zv)=f(zβ+sη(y,zβ,λ))∈sf(y)+(1-s)f(zβ)-intD。 (24)
注意到f(x)=f(y)且D 为凸锥,由(23),(24)式得:

f(zβ)∈αf(x)+(1-α)f(zv)-D⊆αf(x)+(1-α)[sf(y)+(1-s)f(zβ)-intD]-D⊆
(α+s-αs)f(x)+(1-α)(1-s)f(zβ)-D。

移项得(α+s-αs)f(zβ)∈(α+s-αs)f(x)-D。由于α+s-αs>0及D 为凸锥,所以f(zβ)∈f(x)-D,与(19)
式矛盾。

综上可得,f在K 上关于η是D-半预不变凸的。 证毕

注4 定理3将文献[7]中定理4.1、文献[10]中定理2.3的实值预不变凸情形,以及文献[21]中定理2.1的

向量值预不变凸情形,推广到了向量值半预不变凸情形。
最后,在向量值映射的下半连续条件下,利用(中间点)D-半严格半预不变凸性,给出两个D-半预不变凸性

的充分条件。
定理4 设K 是关于η:X×X×[0,1]→X 的半不变凸集,且η在K 上满足条件E;假设f:K→Y 在K 上关

于η是D-半严格半预不变凸的。如果f在K 上是*-下半连续的,则f在K 上关于η是D-半预不变凸的。
证明 假设f在K 上不是D-半预不变凸的。注意到f(y)∈f(y)-D,∀y∈K,则∃λ∈[0,1],∃x,y∈K,

∃β∈(0,1],s.t.
f(y+βη(x,y,λ))∉βf(x)+(1-β)f(y)-D。 (25)

1)若f(x)≠f(y),此时与定理3的证明中1)的部分相似。

2)若f(x)=f(y)。设zβ∶=y+βη(x,y,λ),则(25)式变成:

f(zβ)∉f(x)-D=f(y)-D。 (26)
从而有:

f(zβ)≠f(x),f(zβ)≠f(y)。 (27)
再由(26)式得f(x)-f(zβ)∉D。由引理1,∃췍q∈D*,s.t.췍q췍[f(x)-f(zβ)]<0,则有췍q췍f(zβ)>췍q췍f(x)。由于

f在K 上是*-下半连续的,则췍q췍f(·)是下半连续的。所以,∃α:0<α<β≤1,s.t.zα=y+αη(x,y,λ)满足

췍q췍f(zα)=췍q췍f(y+αη(x,y,λ))>췍q췍f(x)。于是得:

f(zα)≠f(x)。 (28)

令u∶=α
β
,则0<u<1。由性质1得:

y+uη(zβ,y,λ)=y+
α
βηy+βη(x,y,λ),y,( )λ =y+α

β
·βη(x,y,λ)=y+αη(x,y,λ)=zα。

另一方面,令v=β-α1-α
,则0<v≤1。由条件E得:

zα+vη(x,zα,λ)=y+αη(x,y,λ)+β
-α
1-αη

(x,y+αη(x,y,λ),λ)=

y+αη(x,y,λ)+β
-α
1-α

·(1-α)η(x,y,λ)=y+βη(x,y,λ)=zβ。

由于f是D-半严格半预不变凸的,再结合(27),(28)式得:

f(zα)=f(y+uη(zβ,y,λ))∈uf(zβ)+(1-u)f(y)-intD, (29)

f(zβ)=f(zα+vη(x,zα,λ))∈vf(x)+(1-v)f(zα)-intD。 (30)
注意到f(x)=f(y)且D 为凸锥,由(29),(30)式得:
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f(zβ)∈vf(x)+(1-v)f(zα)-intD⊆vf(x)+(1-v)[uf(zβ)+(1-u)f(y)-intD]-intD⊆
(1-u+uv)f(x)+(1-v)uf(zβ)-intD。

移项得(1-u+uv)f(zβ)∈(1-u+uv)f(x)-intD。由于1-u+uv>0及D 为凸锥,所以f(zβ)∈f(x)-intD,
与(26)式矛盾。

综上可得,f在K 上关于η是D-半预不变凸的。 证毕

注5 定理4将文献[7]中定理5.1的实值预不变凸情形,以及文献[20]中定理3.7的向量值预不变凸情

形,推广到了向量值半预不变凸情形。
定理5 设K 是关于η:X×X×[0,1]→X 的半不变凸集,且η在K 上满足条件E;假设f:K→Y 是*-下半

连续的且关于η满足条件F。如果∃α∈(0,1),∀x,y∈K:f(x)≠f(y),s.t.
f(y+αη(x,y,λ))∈αf(x)+(1-α)f(y)-intD,∀λ∈[0,1]。 (31)

则f在K 上关于η是D-半预不变凸和D-半严格半预不变凸的。
证明 首先,证明f在K 上关于η 是D-半预不变凸的。根据定理1,只需证明∀λ∈[0,1],∀x,y∈K,

∃α∈(0,1),s.t.f(y+αη(x,y,λ))∈αf(x)+(1-α)f(y)-D。
相反地,假设∃λ∈[0,1],∃x,y∈K,s.t.

f(y+βη(x,y,λ))∉βf(x)+(1-β)f(y)-D,∀β∈(0,1)。 (32)

1)若f(x)≠f(y),由(31)式得f(y+αη(x,y,λ))∈αf(x)+(1-α)f(y)-intD,与(32)式相矛盾。

2)若f(x)=f(y)。设zβ∶=y+βη(x,y,λ),β∈(0,1),则(32)式变成:

f(zβ)=f(y+βη(x,y,λ))∉f(x)-D=f(y)-D,∀β∈(0,1)。 (33)
从而有:

f(zβ)≠f(x),f(zβ)≠f(y),∀β∈(0,1)。 (34)

令z∶=zβ+αη(x,zβ,λ),β∈(0,1),则由(31),(34)式得:

f(z)=f(zβ+αη(x,zβ,λ))∈αf(x)+(1-α)f(zβ)-intD,∀β∈(0,1)。 (35)
再由条件E得:

z=zβ+αη(x,zβ,λ)=y+βη(x,y,λ)+αη(x,y+βη(x,y,λ),λ)=

y+βη(x,y,λ)+α(1-β)η(x,y,λ)=y+[β+α(1-β)]η(x,y,λ),∀β∈(0,1)。 (36)
由于α,β∈(0,1),故β+α(1-β)∈(0,1),所以由(33),(36)式得:

f(z)=f(y+[β+α(1-β)]η(x,y,λ))∉f(x)-D=f(y)-D,∀β∈(0,1)。
从而f(z)≠f(x),f(z)≠f(y)。于是由(31)式得:

f(z+αη(y,z,λ))∈αf(y)+(1-α)f(z)-intD,∀β∈(0,1)。 (37)
另一方面,由性质1及(36)式得:

z+αη(y,z,λ)=y+[β+α(1-β)]η(x,y,λ)+αη(y,y+[β+α(1-β)]η(x,y,λ),λ)=
y+[β+α(1-β)]η(x,y,λ)-α[β+α(1-β)]η(x,y,λ)=

y+(1-α)[β+α(1-β)]η(x,y,λ),∀β∈(0,1)。 (38)
注意到f(x)=f(y)且D 为凸锥,由(35),(37)和(38)式得:

f(y+(1-α)[β+α(1-β)]η(x,y,λ))=f(z+αη(y,z,λ))∈αf(y)+(1-α)f(z)-intD∈
αf(y)+(1-α)[αf(x)+(1-α)f(zβ)-intD]-intD⊆
(2α-α2)f(x)+(1-α)2f(zβ)-intD,∀β∈(0,1)。

令(1-α)[β+α(1-β)]=β,则有β=
1-α
2-α∈

(0,1),代入上式得:

f(y+βη(x,y,λ))=f(zβ)∈(2α-α2)f(x)+(1-α)2f(zβ)-intD。
移项得(2α-α2)f(zβ)∈(2α-α2)f(x)-intD。由于2α-α2>0及D 为凸锥,所以f(zβ)∈f(x)-intD,与(33)式
矛盾。所以,f在K 上关于η是D-半预不变凸的。

因已证得f在K 上是D-半预不变凸的,由文献[22]中定理3知f还是D-半严格半预不变凸的。 证毕

注6 定理5将文献[7]中定理5.3、文献[10]中定理2.4的实值预不变凸情形,推广到了锥序半预不变凸
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情形。

3结语

由于有关锥意义下半预不变凸映射的研究相对比较少,本文重点研究D-半预不变凸映射。通过结合向量值

映射的半连续性、中间点凸性、半严格半预不变凸性等条件,得到了D-半预不变凸映射的一些判别准则。本文的

一些结论将文献[6-7,10,20]的相关结论推广到了向量值半预不变凸情形。如何结合向量值半预不变凸性的已

有结论,研究它们在向量优化问题中的应用(如最优性条件与对偶问题等),这将是有待研究的后续课题。
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2.SchoolofMathematicsandStatistics,YangtzeNormalUniversity,FulingChongqing408100,China)

Abstract:[Purposes]Thepurposeistoprovidesomecriteriaforsemi-preinvexmappingsinthesenseofcones.[Methods]Itmakes
useofvector-valuedmappings’semi-continuity,intermediate-pointconvexity,etc.[Findings]Firstly,undertheconditionofvec-
tor-valuedmappings’semi-continuity,D-semi-preinvexityischaracterizedbyintermediate-pointD-semi-preinvexity.Secondly,if
D-semistrictsemi-preinvexityholds,thenD-semi-preinvexitycanbeobtainedthroughintermediate-pointD-semi-preinvexity.And
lastly,sufficientconditionsforD-semi-preinvexityareestablishedbasedonD-semistrictsemi-preinvexityandlowersemi-continuity.
[Conclusions]Theobtainedresultsgeneralizesomeconclusionsinrelatedliteraturestovector-valuedsemi-preinvexcase.
Keywords:semi-invexset;D-semi-preinvex;D-semistictlysemi-preinvex;ConditionE
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