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带抢占优先权和同步多重工作休假的 M/M/c排队模型
*
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摘要:【目的】为了丰富随机休假排队理论,在经典 M/M/c排队模型的基础上,研究带抢占优先权和多重工作休假的 M/

M/c排队模型。【方法】利用拟生灭过程和矩阵几何解的方法,得到了系统稳态队长分布的矩阵几何形式,进而求出系统

中Ⅰ级、Ⅱ级顾客的平均队长、Ⅱ级顾客消失的概率等性能指标,最后举例进行验证。【结果】得到了带抢占优先权和多重

工作休假的 M/M/c排队模型。【结论】所得结果描绘出参数变化对系统性能指标的影响,并得到使社会利益达到最大的

最优参数。
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根据现实生活的需要,排队模型应运而生。Tian等人[1]分析了几类休假排队模型,并根据模型的不同特点

将它们应用到了实际生活中。为了处理复杂的排队模型,田乃硕等人[2]详细介绍了拟生灭过程和矩阵几何解方

法,为平稳分布的求解提供了有利条件。随后,许多学者将工作休假策略、多服务台等策略引入到基础排队模型

中,分别做了分析并予以应用。朱翼隽等人[3]研究了带有多重工作休假的 M/M/c排队模型的稳态分布和性能

指标,为多服务台排队模型的研究奠定了基础。杨云云等人[4]研究了双输入的排队模型,假设服务台像顾客一

样可到达也可离去,得到了系统的平均队长和平均服务台数。厉莉等人[5]主要分析了带有反馈优先权的多服务

台排队模型。Sun等人[6]通过建立顾客的效用函数分析了顾客的均衡行为。Zhao等人[7]将排队模型应用到了

认知无线网络,得到了最优信道闭合率。本文在文献[7]的基础上加入多服务台策略,并应用到多信道的认知无

线网络中,通过合理的频谱资源分配,可以最大程度减少频谱空穴及实现社会利益最优。

1模型分析

本文主要研究抢占优先策略下的 M/M/c排队模型,系统中有两个级别的顾客,Ⅱ级顾客较Ⅰ级顾客有抢占

优先权。在此模型中,假设两级顾客单队排列,低优先级顾客的空间容量无限,高优先级顾客遵循消失制排队,
即:当部分服务台被低优先级顾客占用且无空闲服务台时,新到达的高优先级顾客抢占队首低优先级顾客的服

务。当所有服务台均被高优先级顾客占用时,新到达的高优先级顾客消失。抢占优先策略下的 M/M/c同步多

重工作休假排队模型具体描述如下:

1)Ⅰ级顾客和Ⅱ级顾客的到达时间间隔T1,T2 分别服从参数为λ1 和λ2(λ1,λ2>0)的指数分布,即:

P{T1≤x}=1-e-λ1x,x>0;P{T2≤x}=1-e-λ2x,x>0。

2)Ⅰ级顾客和Ⅱ级顾客的服务时间S1,S2 分别服从参数为μ1 和μ2(μ1,μ2>0)的指数分布,即:

P{S1≤x}=1-e-μ1x,x>0;P{S2≤x}=1-e-μ2x,x>0。

3)一旦系统为空,服务台立即进入长度为V 的工作休假。当工作休假期结束时,系统中仍无顾客,则服务

台继续处于工作休假状态;当工作休假期结束时,系统中有顾客到达,则服务台的工作休假期结束,正规忙期开

始;若工作休假期尚未结束,系统中已有顾客到达,则系统以较小的速率为顾客提供服务。休假长度V 服从参数
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为θ的指数分布。工作休假期内系统为Ⅰ级顾客、Ⅱ级顾客服务的时间S1v,S2v分别服从参数为μ1v和μ2v(μ1v,

μ2v>0)的指数分布,即P(V≤x)=1-e-θx,x>0;P{S1v≤x}=1-e-μ1vx,x>0;P{S2v≤x}=1-e-μ2vx,x>0。

4)假设Ⅱ级顾客较Ⅰ级顾客有抢占优先权,即:当Ⅰ级顾客正在接受服务时,Ⅱ级顾客进入排队系统,若有

空闲服务台,系统立即为Ⅱ级顾客服务;若无空闲服务台,那么队首的Ⅰ级顾客的服务被抢占。一旦Ⅰ级顾客的

服务被抢断,只有当系统再次出现空闲服务台时,系统才会重新为Ⅰ级顾客服务。系统中每一级别的顾客都服

从先来先服务(Firstcustomer,firstservice,FCFS)的规则。到达时间间隔、服务时间与休假时间均相互独立。

2稳态分析

假设L1(t),L2(t)分别表示Ⅰ级顾客和Ⅱ级顾客在t时刻的顾客数,J(t)表示系统的服务状态。令:

J(t)=
0,时刻t系统处于休假期

1,时刻t{ 系统处于正规忙期
,

则{(L1(t),L2(t),J(t)),t≥0}是一个三维马尔科夫(Markov)过程,且有状态空间:

Ω={(0,0,0)}∪{(0,l,j),1≤l≤c,j=0,1}∪{(i,l,j),i≥1,0≤l≤c,j=0,1}。
称所有可能的状态(i,0,0),(i,0,1),(i,1,0),(i,1,1),…,(i,c,0),(i,c,1)为水平i,其中i≥1。特别地,将

水平0定义为(0,0,0),(0,1,0),(0,1,1),…,(0,c,0),(0,c,1)。
将状态按字典序进行排列,系统的状态转移率矩阵可以写成如下形式:

Q=

A00 A01
A10 A11 A2

A21 A22 A2
⋱ ⋱ ⋱
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é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú⋱ ⋱ ⋱

。

其中A00,A01,A10,…,Ac,c-1,A11,…,Acc,A2 分别代表水平间的状态转移率。且定义δijv,δij,δicv,δic,δiv,δi,δcv,δc

如下:

δijv=-(λ1+λ2+θ+iμ1v+jμ2v),1≤i≤c-1,1≤j≤c-1;δij=-(λ1+λ2+iμ1+jμ2),1≤i≤c-1,1≤j≤c-1;

δicv=-(λ1+θ+iμ1v+cμ2v),1≤i≤c-1;δic=-(λ1+iμ1+cμ2),1≤i≤c-1;δiv=-(λ1+λ2+θ+iμ2v),1≤i≤c-1;

δi=-(λ1+λ2+iμ2),1≤i≤c-1;δcv=-(λ1+θ+cμ2v);δc=-(λ1+cμ2)。
具体矩阵如下:

A2=

λ1
λ1

⋱
λ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

1

,A01=

λ1 0
0 λ1
0 λ1

⋱ ⋱
0 λ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

1

,

A10=
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(2≤i≤c),
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A00=

-(λ1+λ2) λ2 0

μ2v δ1v θ λ2

μ2 0 δ1 0 λ2
2μ2v 0 δ2v θ λ2

2μ2 0 δ2 0 λ2
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(1≤i≤c)。

由矩阵Q的结构可知,Markov过程{(L1(t),L2(t),J(t)),t≥0}是一个拟生灭过程(Quasibirthanddeath,

QBD)。当 Markov过程{(L1(t),L2(t),J(t)),t≥0}正常返时,稳态分布如下所示:

πi,l,j=lim
t→∞

P{L1(t)=i,L2(t)=l,J(t)=j},(i,l,j)∈Ω,Π=(π0,π1,π2,…)。

其中:π0=(π0,0,0,π0,1,0,π0,1,1,…,π0,c,0,π0,c,1),πi=(πi,0,0,πi,0,1,πi,1,0,πi,1,1,…,πi,c,0,πi,c,1),i≥1。

QBD{(L1(t),L2(t),J(t)),t≥0}是正常返的充分必要条件是矩阵方程R2Ac,c-1+RAcc+A2=0有一个最小

非负解R,且谱半径SP(R)<1,2c2+4c+1维矩阵

B[R]=
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有左零向量。当QBD是正常返时,稳态分布为

(π0,π1,…,πc)B[R]=0

∑
c-1

i=0
πie+πc(I-R)-1e=1

πi=πcRi-c,i≥

ì

î

í
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,其中e是一个适当维数且所有元素

均为1的列向量。

3性能指标

根据上述分析可以得到各性能指标:1)Ⅰ级顾客的平均队长为E(L1)=∑
∞

i=0
iP(L1=i)=∑

∞

i=1
i∑

1

j=0
∑
c

l=0
πi,l,j;

2)Ⅱ级顾客的平均队长为 E(L2)=∑
c

l=0
lP(L2 =l)=∑

c

l=1
l∑

1

j=0
∑
∞

i=0
πi,l,j;3)Ⅱ级顾客消失的概率为 Pd =
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∑
∞

i=0
∑
1

j=0
πi,c,j;4)服务台的利用率为Pu=

min{E(L1)+E(L2),c}
c

。

4数值例子

在实际生活中,不同的系统性能指标有不同的要求,而且性能指标常随系统参数的变化而变化。利用 Mat-
lab给出数值例子来刻画性能指标随系统参数的变化趋势。令λ1=6,μ1=3,μ1v=0.5,μ2v=1,θ=3。

图1反映了当λ2=10时,Ⅰ级顾客的平均队长E L( )1 随μ2 和c变化的趋势。当c固定时,随着μ2 逐渐增

大,E(L1)增大。当μ2 为定值时,c越大对应的E(L1)越小。这主要由于c越大,Ⅱ级顾客抢占服务台的几率越

小,服务台可以为更多的Ⅰ级顾客服务,故系统中Ⅰ级顾客的平均队长E(L1)减小。
图2反映了当c=4时,Ⅱ级顾客平均队长E(L2)随μ2 和λ2 变化的趋势。当μ2 固定时,随着λ2 逐渐增大,

E(L2)逐渐增大。当λ2 为定值时,μ2 越大对应的E(L2)越小。

     
      图1 E(L1)与μ2 和c的关系             图2 E(L2)与μ2 和λ2 的关系

   Fig.1 TherelationofE(L1)withμ2andc       Fig.2 TherelationofE(L2)withμ2andλ2

5社会最优策略

本节主要讨论系统的社会利益最优问题。假设R0 表示系统服务完两级顾客后获得的平均收益;C 表示单

图3 Us 与λ2 和c的关系

Fig.3 TherelationofUswithλ2andc

位服务时间内系统服务一个顾客的平均成本;Cp 表示每个服务台

在正规忙期内的损失;Cd 表示一个Ⅱ级顾客消失时系统的潜在损

失。则系统的社会利益Us 可以表示为:

Us=λs
μs

λs
R0-ws

æ

è
ç

ö

ø
÷C -cCp-CdPd,

其中wi=
E(Li)
λi

,i=1,2,ws=
w1+w2

2
,λs=

λ1+λ2
2

,μs=μ1+μ22
。

通过上式可得,能使系统达到最大利益U*
s 的最优到达率为:

λ*
2 =argmax

λ2>0
λs

μs

λs
R0-ws

æ

è
ç

ö

ø
÷C -cCp-CdP{ }d 。

图3反映了当λ1=6,μs=8,θ=3,R0=23,C=1.7,Cp=15,

Cd=48时,社会利益Us 随λ2 和c变化的趋势。当c固定时,随着

λ2 逐渐增大,Us 先增大后减小。当λ2 为定值时,c越大对应的Us

越小。这主要是因为在其他条件不变的情况下,c越大,产生的系统损失越大,故Us 越小。对社会利益函数利用

Matlab编程后可得,当c=4时,λ2=8.2可以使Us 达到最大;当c=6时,λ2=7.7可以使Us 达到最大;当c=8
时,λ2=7.5可以使Us 达到最大。

6结论

本文研究了带抢占优先权和多重工作休假的 M/M/c排队模型,在已知排队模型基础上,建立、分析并得到
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了更加详细的排队模型结果。主要利用拟生灭过程和矩阵几何解的方法,得到了系统稳态队长分布的矩阵几何

形式,进而求出系统中Ⅰ级、Ⅱ级顾客的平均队长、Ⅱ级顾客消失的概率等性能指标。最后,通过数值例子,分析

参数变化对系统性能指标的影响以及达到最大社会利益的最优参数。
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TheM/M/cQueueingModelwithPreemptivePriorityand
MultipleSynchronousWorkingVacation

MAZhanyou,WANGWenbo,ZHENGXiaoming
(SchoolofScience,YanshanUniversity,QinhuangdaoHebei066004,China)

Abstract:[Purposes]Inordertoenrichthequeueingtheoryofrandomvacations,theM/M/cqueueingmodelwithpreemptivepriori-
tyandmultipleworkingvacationsisstudied.Therearetwotypesofcustomers,whenthehigh-prioritycustomerarrivesatthesys-
tem,ifpartialserversareoccupiedbylow-prioritycustomersandthereisnofreeserver,thenewarrivinghigh-prioritycustomer
willpreempttheserviceofthelow-prioritycustomerattheheadofthequeue.Whenallserversareoccupiedbythehigh-priority
customers,thenewarrivinghigh-prioritycustomerwilldisappear.[Methods]Accordingtothestatetransitionratematrix,thedis-
tributionofthequeueinglengthintheboundarystateisobtainedbyusingthequasibirth-and-deathprocessandthemethodofma-
trix-geometricsolution,thematrixgeometricformofthesystemsteady-statedistributionisanalyzed.[Findings]Theexpressionsof

performancemeasuressuchasthesystemaveragequeuelengthandtheservingrateoftheserversaregiven.[Conclusions]Finally,

byanalyzingsomenumericalexamples,theinfluenceoftheparametersonthesystemperformancemeasuresandtheoptimalparam-
eterwhichleadstothemaximalsocialbenefitareobtained.
Keywords:preemptivepriority;workingvacation;steady-statedistribution;optimization
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