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具有时滞的反应扩散神经网络模型的输入-状态稳定
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摘要:【目的】研究带有时滞的反应扩散神经网络模型的输入-状态稳定。【方法】首先,建立一类带有时滞的反应扩散神经

网络模型,该模型中的神经元激励函数不要求有界,也不要求光滑。然后,利用具有时变输入的时滞微分不等式和矩阵不

等式方法。【结果】获得该反应扩散神经网络系统的输入-状态稳定的两个充分条件。【结论】结果改进和推广现有文献的

相关工作。
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Hopfield神经网络模型在并行计算、联想记忆、信号图像处理、模式识别以及最优化处理等领域有广泛的应

用[1-2]。众所周知,在神经网络的硬件运行过程中,由于放大器的转换速度有限,因而不可避免地存在着时滞现

象;同时,当电子在非一致电场领域下运动,神经网络的扩散效应是不能被忽略的。因此考虑带有时滞和扩散项

的神经网络模型的动力行为成为最近研究的热点[3-10]。
在控制系统中稳定性、有界性和鲁棒性等性质的研究非常广泛。而实际中,控制系统常常会受到干扰,如控

制上的微小变化或者观察中的微小误差都会影响最终结果,从而不仅要求网络系统要稳定,还要输入-状态稳定。
自20世纪80年代末,Sontag等人[11-12]对非线性系统首次提出输入-状态稳定这一重要概念以来,由于有着广泛

的应用背景,国内外许多学者对输入-状态稳定性进行了深入研究。特别地,作为一类典型的非线性系统,神经网

络模型的输入-状态稳定性吸引了一些学者的注意[13-17],如Sanchez&Perez[13]首次用矩阵不等式得到神经网络

模型的输入-状态稳定,Ahn[14]利用Lyapunov泛函获得带有时滞的模糊神经网络的输入-状态稳定,Zhu&
Shen[15]研究了递归神经网络的输入-状态稳定,文献[16-18]利用Lyapunov泛函和微分不等式方法,分别得到了

具有时滞的递归神经网络、随机双向联想神经网络和Cohen-Grossberg神经网络的输入-状态稳定性的一些充分

条件。然而,关于反应扩散神经网络的输入-状态稳定性的研究比较有限。
本文将研究带有时滞的反应扩散神经网络的输入-状态稳定性。首先,建立一类带有时滞和扩散项的神经网

络模型。然后,利用具有时变输入的时滞微分不等式和矩阵不等式方法,获得该反应扩散神经网络模型的输入-
状态稳定的两个充分条件,结果改进和推广了现有文献的相关工作。

1神经网络模型与预备知识

本文记R,R+,Rn,|·|,I分别表示实数集、非负实数集、n维欧几里德空间、欧几里德范数和单位矩阵。

AT,A-1,λmax(A),λmin(A)和 A = λmax(ATA)分别表示矩阵A 的转置、逆、最大和最小特征值、范数。P>0(≥
0)表示P 实对称且正定(实对称且半正定)。 y(t,x)表示状态向量y(t,x)的范数,定义为:y(t,x)=

yT(t,x)y(t,x)。Lm
∞表示局部本性有界可测函数u(t,x):R+×Ω→Rn,其中Ω={(x1,x2,…,xm)T|xk ≤lk,

k=1,2,…,m}是 Rm 中具有光滑边界∂Ω 的有界开区域且测度 Ω >0,它们的本性有界最大模 u ∞ =
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sup{|u(t)|t≥0}。特别地,记ut 是u 在时间t时刻的截断函数,即当s≤t时,ut(s)=u(s),当s>t时,ut(s)=0。

K,KL,K∞分别表示K函数,KL函数,K∞函数。记C=C([-τ,0]×Ω,Rn)为在[-τ,0]×Ω 上的连续泛函空

间,τ>0,其范数为 φ =sup
-τ≤t≤0∫Ω

φT(s,x)φ(s,x( ))
1
2,∀φ∈C。

本文主要研究如下具有时滞的反应扩散神经网络:
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j=1
bijgj(yj(t,x))+∑
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cijgj(yj(t-τ(t),x)+ui(t,x),(1)

其中i=1,2,3,…,n,∑
m

k=1

∂2
∂x2

k
为Ω 中的拉普拉斯算子,yi(t,x)∈R表示在t时刻,空间变量x∈Ω 处的第i个神

经元的状态;ui 为输入;dik>0为第i个神经元的传输扩散系数;gj(·)表示第j个神经元的激活函数;ai>0表

示在与神经网络不连通且无外部输入的情况下,第i个神经元恢复孤立静息状态的速率;bij和cij分别表示第i和

第j个神经元的连接强度和时滞连接强度;τ(t)表示传输时滞,且满足0≤τ(t)≤τ。
为了方便,把系统(1)写成向量形式如下:
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-Ay(t,x)+Bg(y(t,x))+Cg(y(t-τ(t),x))+u(t,x), (2)

其中y(t,x)=(y1(t,x),y2(t,x),…,yn(t,x))T,u(t,x)=(u1(t,x),u2(t,x),…,un(t,x))T,g(y(t,x))=
(g1(y1(t,x)),g2(y2(t,x)),…,gn(yn(t,x)))T,A=diag{a1,a2,…,an},B=(bij)n×n,C=(cij)n×n,Dk=
diag{d1k,d2k,…,dnk}。

系统(1)的初始条件和边界条件为yi(t,x)=φi(t,x),(t,x)∈[-τ,0]×Ω,yi(t,x)=0,(t,x)∈
[-τ,+∞)×∂Ω,这里φ=(φ1,φ2,…,φn)T,记满足初始条件的解为y(t,x,φ,u)。

为了获得主要结论,下面引入一些定义与引理。
定义1 如果存在一个KL函数β和一个K函数γ,对任意输入u(t)和每一个φ∈C满足:

y(t,x,φ,u)≤β(φ ,t)+γ(ui ∞),
则系统(2)称为输入-状态稳定。

引理1[20] 对于任意合适维数的矩阵X,Y 和一个合适的可逆对称阵Λ,对任意实数ε>0,可得:

XTY+YTX≤εXTΛX+1εYTΛ-1Y。

引理2[19] 设A,Q∈Rn×n,且Q为可逆矩阵,则对任意的x∈Rn 都满足:

xTATPAx≤ QAQ-1 2xTPx,P=QTQ。
引理3[8] 设Ω={(x1,x2,…,xm)T|xk ≤lk,k=1,2,…,m}是 Rm 中具有光滑边界∂Ω 的有界开区域,实

值函数h(x)∈C1(Ω),且在边界满足h(x)|∂Ω=0,则有∫Ω
h2(x)dx≤l2k∫Ω

∂h
∂x
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è
ç
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ø
÷

k

2

dx。

引理4[17] 假定存在一个连续函数V(t),满足具有时变输入的时滞微分不等式:

V
·

i(t)≤∑
n

j=1

[RijVj(t)+Qij[Vj(t)]τ]+Ji(t),t≥0,

其中Rij≥0,i≠j,Qij≥0,[Vj(t)]τ=sup-τ≤s≤0{Vj(t+s)},Ji(t)≥0是输入变量,i,j=1,2,…,n。如果存在一个

正实数λ和一个正向量z=(z1,z2,…,zn)T 满足∑
n

j=1

[Rij +Qijexp(λτ)]zj ≤-ziλ,i=1,2,…,n,且初值条件

Vi(t)≤[kexp(-λt)+χ(t)]zi,t∈[-τ,0)成立。那么Vi(t)≤[kexp(-λt)+χ(t)]zi,t≥0,其中常数k>0,χ(t)

是一个连续非负的递增函数,且满足χ(t)≥
Ji(t)

-∑
n

j=1

[Rij +Qij]
,t≥0。

2主要结果

本节将主要研究系统(2)的输入-状态稳定,首先假设(H1):激活函数gi(·)(i=1,2,…,n)满足如下条件,
存在正常数ρi,使得|gi(yi(t,x))|≤ρi|yi(t,x)|。
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定理1 假定(H1)成立,如果存在正实数ε1,ε2,ε3,λ1 和可逆矩阵Q,使得:

2-∑
m
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λmin(Dk)
l2k -a+ε1+ε-1

1 QBHQ-1 2+ε2+εæ

è
ç
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÷3 +2ε-1

2 QCHQ-1 2exp(λ1τ)<-λ1,

其中H=diag{ρ1,ρ2,…,ρn},a=12
λmin(PA+AP)

λmax(P)
,则系统(2)是输入-状态稳定的。

证明 记P=QTQ,P为对称正定矩阵,考虑如下Lyapunov泛函:

V(t)=∫Ω

1
2y

T(t,x)Py(t,x)dx。 (3)

针对(3)式两边沿着系统(2)的解分别对t求导,可得:

V
·(t) (2)=∫Ω
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由格林公式,利用边界条件和引理3可得:
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yT(t,x)Py(t,x)dx。 (5)

对于任意的正实数ε1,ε2,ε3,由引理1和引理2,可以得到:

∫Ω
-yT(t,x)PAy(t,x)dx=-12∫Ω

yT(t,x)(PA+AP)y(t,x)dx≤

-12λmin(PA+AP)∫Ω
yT(t,x)y(t,x)dx≤-12

λmin(PA+AP)
λmax(P)∫Ω

yT(t,x)Py(t,x)dx=

-a∫Ω
yT(t,x)Py(t,x)dx。 (6)

∫Ω
yT(t,x)PBg(y(t,x))dx≤ε1∫Ω

yT(t,x)Py(t,x)dx+ε-1
1∫Ω

(PBg(y(t,x)))TP-1PBg(y(t,x))dx≤

ε1∫Ω
yT(t,x)Py(t,x)dx+ε-1

1∫Ω
yT(t,x)(BH)TPBHy(t,x)dx≤

ε1∫Ω
yT(t,x)Py(t,x)dx+ε-1

1 QBHQ-1 2∫Ω
yT(t,x)Py(t,x)dx, (7)

∫Ω
yT(t,x)PCg(y(t-τ(t),x))dx≤

ε2∫Ω
yT(t,x)Py(t,x)dx+ε-1

2∫Ω
(PCg(y(t-τ(t),x)))TP-1PCg(y(t-τ(t),x))dx≤
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∫Ω
yT(t,x)Pu(t,x)dx≤ε3∫Ω

yT(t,x)Py(t,x)dx+ε-1
3∫Ω

uT(t,x)Pu(t,x)dx。 (9)

把(5)~(9)式代入(4)式,可得:
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ε-1
2 QCHQ-1 2∫Ω
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3∫Ω
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最终可得V
·
(t)≤rV(t)+q[V(t)]τ+J(t),其中r∶=2∑
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由引理4(当是一维情况),可得V(t)≤ φ 2exp(-λ1t)+χ1(t),其中χ1(t)是一个连续非负的递增函数且满

足χ1(t)=
Jt ∞

-(r+q)
,t≥0,因此可得反应扩散神经网络系统(2)是输入-状态稳定。 证毕

定理2 假定(H1)成立,如果存在正实数εij,ζij,υi,λ2,zi,i=1,2,…,n,使得:
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则系统(1)是输入-状态稳定的。
证明 考虑如下Lyapunov泛函:

Vi(t)=∫Ω
yT

i(t,x)yi(t,x)dx。 (10)

针对(10)式两边沿着系统(1)的解分别对t求导,可得:
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通过格林公式,并利用边界条件可得:
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由引理3,(12)式可以推导为
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对于任意的正实数εij,ζij,υi,由引理1,可得:
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i(t,x)ui(t,x)dx≤υi∫Ω
yT

i(t,x)yi(t,x)dx+υ-1
i∫Ω

uT
i(t,x)ui(t,x)dx。 (16)

把(13)~(16)式代入(11)式,可得:
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V
·

i(t) (1)≤ -∑
n

k=1

dik

l2k -2ai+∑
n

j=1
bijεij +∑

n

j=1
bjiε-1

jiρ2
i +∑

n

j=1
cijζij +υ{ }i∫Ω

yT
i(t,x)yi(t,x)dx+

∑
n

j=1
cijζ-1

ijρ2
j∫Ω

yT
j(t-τ(t),x)yj(t-τ(t,x))dx+υ-1

i∫Ω
uT

i(t,x)ui(t,x)dx。

最终可得V
·

i(t)≤∑
n

j=1

[RijVj(t)+[QijVj(t)]τ]+Ji(t),其中:

Rij∶=-∑
n

k=1

dik

l2k -2ai+∑
n

j=1
bijεij +∑

n

j=1
bjiε-1

jiρ2
i +∑

n

j=1
cijζij +υi,

Qij∶=cijζ-1
ijρ2

j,Ji(t)∶=υ-1
i∫Ω

uT
i(t,x)ui(t,x)dx。

则由引 理4可 得Vi(t)≤ φi
2e-λ2t+χ2(t),其 中χ2(t)是 一 个 连 续 非 负 的 递 增 函 数,且 满 足 χ2(t)=

max
Ji,t ∞

-∑
n

j=1

[Rij +Qij

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷]
,t≥0。 因此,反应扩散神经网络系统(1)是输入-状态稳定。 证毕

注1 定理1和定理2中,当输入J(t)=0时,则该反应扩散神经网络系统是指数渐近稳定,本文结果推广

了文献[3]中的稳定性结论。
注2 上述关于输入-状态稳定的结果中,所得反应扩散系统的输入-状态稳定中增益函数是时变的,因而所

对应的状态估计更为精确。
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Input-to-StateStabilityofReaction-DiffusionNeuralNetworkswithTime-VaryingDelay

SUPeng,QIUXiaowei,YANGZhichun
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Itprimarilyinvestigateinput-to-statestabilityofreaction-diffusionneuralnetworkswithtimedelay.[Methods]

Firstly,amodelofreaction-diffusionneuralnetworkwithtimedelayisestablished,inwhichtheactivefunctionaren’trequiredtobe
smoothandbounded.Then,byusingLyapunovfunctionsandutilizingdelaydifferentialinequalitywithtime-varyinginput.
[Findings]Severalinput-to-statestabilitysufficientconditionsarederivedforreaction-diffusionneuralnetworkswithtimedelay.
[Conclusions]Theresultsimproveandpromotetherelevantworkoftheexistingliterature.
Keywords:reaction-diffusionneuralnetworks;input-to-statestability;delayeddifferentialinequalities;timedelay
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