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带初始状态误差的分数阶P型迭代算法的收敛性分析
*

李艳芳,刘向虎,刘衍民,何 军

(遵义师范学院 数学学院,贵州 遵义563006)

摘要:【目的】为了解决实际的操作中迭代初态相对于期望初态的误差问题。【方法】通过Laplace变换和 M-L函数引导出

了弱解的表达式,证明开闭环P型迭代算法收敛的充分条件,最后举例对结果进行验证。【结果】证明了开闭环迭代算法

的收敛性。【结论】所得结果拓展了迭代算法在分数阶领域的研究,对已有成果进行了补充。
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本文将对如下带初始状态误差的分数阶P型迭代算法的收敛性进行分析:
cDα

tx(t)=Ax(t)+Bu(t),t∈J= [0,b]

x(0)=x0
y(t)=Cx(t

ì

î

í

ï
ï

ïï )
, (1)

其中cDα
t 表示α阶Caputo分数阶导数,0<α<1。A,B,C∈Rn×n,u(t)为控制向量。

迭代学习算法(Iterativelearningcontrol,ILC)由日本学者 Uchiyama在1978年提出,但是直到1984年

Arimoto等人[1]才研究了ILC的算法的有效性,并创立了迭代学习控制理论。在过去的几十年内,分数阶微积

分和方程得到了众多学者的青睐,得到了许多开创性的工作[2-7]。因为分数阶微积分描述的是工程、物理科学、
控制等方面的许多现象,所以许多学者在分数阶迭代学习控制研究方面也作出了一定的工作[8-20],其中不乏关于

分数阶非线性系统的研究[14-20]。兰永红[14]研究了一类分数阶非线性系统的P型迭代学习算法,介绍了λ范数,
并利用Gronwall不等式得到了算法鲁棒收敛的条件;李岩[16]讨论了一类时滞非线性分数阶系统的P型迭代学

习算法的收敛性。以上关于迭代学习的控制理论的研究,通常假设被控对象在每次运行时的初始状态都精确到

期望轨迹上,然而实际的操作中往往会引起迭代初态相对于期望初态的误差,因此本文将主要研究一类分数阶

非线性系统的带状态误差的学习率的收敛性。在研究的过程中,利用已有的λ范数、Laplace变换和 M-L函数,
对开闭环迭代算法的收敛性进行证明。

本文中 n 维 向 量w=(w1,w2,…,wn)的 范 数 为 w =max
1≤i≤n

{wi },并 且λ 范 数 定 义 为 · λ=

sup
t∈J
{e-λt · },λ>0。

1预备知识

本文将利用分数阶微积分的一些基本概念和定义[4-6]。

定义1[6] 两个参数变量的 M-L型函数为Eα,β(z)=∑
∞

m=0

zm

Γ(αm+β)
,α>0,β>0,z∈C。

接下来,根据文献[6-9],首先给出如下引理。
引理1 方程(1)的弱解为:
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x(t)=Sα,1(A,t)x0+∫
t

0
Sα,α(A,t-s)Bu(s)ds,Sα,β(A,t)=∑

∞

m=0

Amtαm+β-1

Γ(αm+β)
。 (2)

引理2 由文献[19]的定义2.4可知,算子Sα,1(A,t),Sα,α(A,t)是指数有界的,即是说存在常数C0=1α
,

C1=1α A
1-α
α ,eα(t)=e A

1
αt,M=eα(b),使得:

Sα,1(A,t)≤C0eα(t),Sα,α(A,t)≤C1eα(t)。 (3)

2开闭环系统

本节研究如下分数阶方程:
cDα

t=Axk(t)+Buk(t),t∈J= [0,b]

yk(t)=Cxk(t{ )
,k=1,2,3,… (4)

在此应用开闭环P型ILC算法:

uk+1(t)=uk(t)+L1ek(t)+L2ek+1(t), (5)
其中L1,L2 是确定的参数,ek(t)=yd(t)-yk(t),yd(t)是已知函数。迭代的初始状态是:

xk+1(0)=xk(0)+BL1ek(t)。 (6)

本文假设:(H1):I -λ-1C1M C L2B >0,(H2):r= I-CSα,1(A,t)BL1 +λ-1C1M C L1B
I -λ-1C1M C L2B <1。

定理1 假设开闭环P型ILC算法(5)式、假设(H1)和(H2)成立,且yk(t)是方程(4)的输出,若每次迭代的

初始状态满足(6)式,则有lim
k→∞

ek λ=0,t∈J。

证明 依据(2),(5),(6)式,可以得出:

xk+1(t)=Sα,1(A,t)xk+1(0)+∫
t

0
Sα,α(A,t-s)Buk+1(s)ds=

xk(t)+Sα,1(A,t)BL1ek(t)+∫
t

0
Sα,α(A,t-s)BL1ek(s)ds+∫

t

0
Sα,α(A,t-s)BL2ek+1(s)ds。

取(6)式的范数:

ek+1(t)≤ (I-CSα,1(A,t)BL1) ek(t)+ C∫
t

0
C1eα(s) BL1 ek(s)ds+

C∫
t

0
C1eα(s) BL2 ek+1(s)ds。 (7)

取(7)式的λ范数,有:

ek+1 λ=
I-CSα,1(A,t)BL1 +λ-1C1M C L1B

I -λ-1C1M C L2B ek λ=rek λ。 (8)

因为r<1,(8)式是压缩映射,则lim
k→∞

ek λ=0,t∈J。 证毕

定理1说明跟踪误差ek(t)与C和xk(t)相关,同时也注意到参数C,B,L1,L2 的有界性也揭示了 ek λ 的有

界性,所以定理1间接的说明输出误差与r有关。从结果上看可以进行更深入地讨论。

推论1 假设所有条件与定理1相同,有lim
k→∞

ek λ=0,
lnC1M L1 +CM L2

L1 C0
A

1
α

<t<b。

证明 从定理1的条件 I-CSα,1(A,t)BL1 +λ-1C1M C L1B
I -λ-1C1M C L2B <1,这说明参数满足:

I -C0eα(t)C L1B +λ-1C1M C L1B ≤ I -λ-1C1M C L2B ,

所以
lnC1M L1 +CM L2

L1 C0
A

1
α

<t<b。 证毕

3带初态随机扰动的分数阶P型迭代算法

本节主要考虑如下分数阶方程:
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cDα
txk(t)=Axk(t)+Buk(t)+ωk(t)

yk(t)=Cxk(t)+vk(t{ )
,k=0,1,2,3,… (9)

其中ωk(t),vk(t)为随机扰动,t∈J=[a,b]。
首先,针对以上的问题有假设:若 ωk λ≤ε1,vk λ≤ε2,则:
(H3):对正数ε1,ε2,ωk λ≤ε1,vk λ≤ε2;
(H4):ρ1= I+CSα,1(A,t)L2B -λ-1C1M C L2B >0,ρ2= I-CSα,1(A,t)L1B +λ-1C1M C L1B 。
对方程(9),采取开闭环P型迭代算法:

uk+1(t)=uk(t)+L1ek(t)+L2ek+1(t), (10)
其中L1,L2 为确定的常数,ek=yd(t)-yk(t),yd(t)是已知函数,同时:

xk+1(0)=xk(0)+BL1ek(t)+BL2ek+1(t)。 (11)
定理2 假设条件(H3),(H4)成立,设yk(·)为方程(2)的输出,若ε1→0和ε2→0,ρ1>ρ2,根据开闭环P型

迭代算法(10)式,得到lim
k→∞

ek λ=0,t∈J。

证明 基于(2)和假设(H2),(H3)有:

xk+1(t)=xk(t)+Sα,1(A,t)BL1ek(t)+Sα,1(A,t)BL2ek+1(t)+∫
t

0
Sα,α(A,t-s)BL1ek(s)ds+

∫
t

0
Sα,α(A,t-s)BL2ek+1(s)ds+∫

t

0
Sα,α(A,t-s)ωk+1(s)ds。

则上式的k+1次迭代误差为:

ek+1(t)=yd(t)-Cxk+t(t)-vk+1(t)=(I-CSα,1(A,t)BL1)ek(t)-CSα,1(A,t)BL2ek+1(t)-

C∫
t

0
Sα,α(A,t-s)BL1ek(s)ds-C∫

t

0
Sα,α(A,t-s)BL2ek+1(s)ds-C∫

t

0
Sα,α(A,t-s)ωk+1(s)ds-vk+1(t)。(12)

取λ-范数,可以得到:

I+CSα,1(A,t)L2B ek+1 λ ≤ I-CSα,1(A,t)L1B ek λ + sup
t∈[0,T]

e-λtC1 C BL1∫
t

0
eα(s)eλsdsek λ +

sup
t∈[0,T]

e-λtC1 C L2B∫
t

0
eα(s)eλsdsek+1 λ + sup

t∈[0,T]
e-λtC1 C∫

t

0
eα(s)eλsdsωk+1 λ + sup

t∈[0,T]
e-λt vk+1(t)。

(13)

考虑依据(H3),(H4),若ε=λ-1C1ε1M C +ε2,ρ1 ek+1 λ≤ρ2 ek λ+ε,这说明 ek λ≤ ε
ρ1-ρ2

,若ε1→0和

ε2→0,ε→0,则lim
k→∞

ek λ=0。 证毕

由定理2可知:一方面,随机扰动对系统(9)产生了一定的影响,ε1→0和ε2→0说明影响很小;另一方面,因
为ρ1>ρ2,所以得到如下推论。

推论2 假设所有的条件与定理2相同,lim
k→∞

ek(t)λ=0,那么t满足:

lnC1M
λC0

A
1
α
<t<

ln I -λ-1C1 C L2B M
C L2B
A

1
α

。 (14)

证明 依据假设(H4),I+CSα,1(A,t)L2B -λ-1C1 C + L2B M>0,那么

t<
ln I -λ-1C1 C + L2B M

C L2B
A

1
α

,

由定理2知ε1→0和ε2→0,ρ2
ρ1
= I-CSα,1(A,t)L1B +λ-1C1 C L1B M

I+CSα,1(A,t)L2B -λ-1C1 C L2B M<1
,这说明

lnC1M
λC0

A
1
α
<t。最后得到

不等式
lnC1M

λC0

A
1
α
<t<

ln I -λ-1C1 C L2B M
C L2B
A

1
α

。 证毕
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4数值模拟

为了验证算法的有效性,本节将给出两个实例对算法有效性进行模拟。

4.1带初始误差的P型迭代算法

考虑如下带初始误差的分数阶迭代系统

cD0.5
t xk(t)=xk(t)+0.2uk(t),t∈J= [0,1.9]

x(0)=0.5
yk(t)=xk(t

ì

î

í

ïï

ïï )
,它的迭代学习

率和初始误差为
uk+1(t)=uk(t)+0.5ek(t)+0.5ek+1(t)

xk+1(0)=xk(0)+0.1ek(t{ )
。假设初始控制u0(t)=0,yd(t)=5t2(3-4t),且:

B=0.2,α=0.5,A=1,λ=2,C=L1=L2=0.5,C0=2,C1=2,λ- A
1
α=1>0,

M≈6>0,I -λ-1C1 C L2B M≈0.7>0,I-CSα,1(A,t)BL1 +λ-1C1M C L1B
I -λ-1C1M C L2B ≈0.50.7<1

,

那么可以看出以上参数满足定理1的条件。
由图1和图2可以看到,对于开闭环P型迭代系统来说,随着迭代次数的增加,输出结果逐渐逼近目标。本

文没有使用单一的迭代率,因为单一的迭代率会导致在迭代的后期,系统的输出可能在目标的上下波动,因此文

中使用自适应矫正的方法,即当ek(t)>0,uk(t)=uk(t)-0.5ek(t)或者ek(t)<0,uk(t)=uk(t)+0.5ek(t),k是迭

代次数,所以算法的输出是稳定和高效的。从图2可以看出,在迭代次数为7次时,迭代误差为0,所以此迭代学

习控制算法是收敛的。

注:***表示目标曲线, 表示系统的迭代输出,下同。

图1 目标曲线与迭代结果

Fig.1 Thedesiredtrajectoryandtheresultofiteration

图2 迭代次数与迭代误差

Fig.2 Thenumberofiterationandthetrackingerror

4.2带随机扰动的P型迭代算法

考虑如下带随机扰动的分数阶P型迭代系统
cD0.5

t xk(t)=xk(t)+0.2uk(t)+10-15t,t∈J= [0,1.9]

x(0)=0.5
yk(t)=0.5xk(t)+10-10t

ì

î

í

ï
ï

ïï 2

,

它的迭代学习率和初始状态为:

uk+1(t)=uk(t)+ek(t)+0.5ek+1(t)

xk+1(0)=xk(0)+0.2ek(t)+0.1ek+1(t{ )
。

设定初始控制函数u0(t)=0,yd(t)=5t3,并且:

α=0.5,A=1,B=0.2,C=1,λ=2,L1=L2=0.5,

C0=2,C1=2,ρ1≈1.65,ρ2≈0.65,ε1=10-15→0,ε2=10-10→0,
那么以上参数均满足定理2的条件。本实例也利用自适应矫正的方法,即ek(t)>0,uk(t)=uk(t)-0.5ek(t)或
者ek(t)<0,uk(t)=uk(t)+0.5ek(t),k是迭代次数,m 为参数,设定m=0.5,0.7,1,图3、图5、图7为系统的输

出结果,图4、图6、图8是迭代误差曲线。
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图3 m=0.5时目标曲线与迭代结果

Fig.3 Thedesiredtrajectoryandtheresultofiterationasm=0.5

图4 m=0.5时迭代次数与迭代误差

Fig.4 Thenumberofiterationandthetrackingerrorasm=0.5

图5 m=0.7时目标曲线与迭代结果

Fig.5 Thedesiredtrajectoryandtheresultofiterationasm=0.7
图6 m=0.7时迭代次数与迭代误差

Fig.6 Thenumberofiterationandthetrackingerrorasm=0.7

图7 m=1时目标曲线与迭代结果

Fig.7 Thedesiredtrajectoryandtheresultofiterationasm=1

图8 m=1时迭代次数与迭代误差

Fig.8 Thenumberofiterationandthetrackingerrorasm=1

  从图3-8和表1中不难看

出迭代次数为7时,迭代误差趋

近0,所以系统的输出是比较精

确地跟踪了目标曲线。通过3
种情况的比较,可见当 m=1
时,迭代次数仅仅为2,迭代误

差为0.0001,所以此时算法的

收敛效果最好。

表1 不同参数的迭代次数和跟踪误差比较

Tab.1 Thecomparisonofthenumberofiterationsandtracking

errorswithdifferentparameters

m 迭代次数 迭代误差 迭代时间/s

0.7 4 0.002 53.307

1 2 0.0001 43.123

1.2 3 0.00021 44.8332
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TheConvergenceAnalysisofP-TypeIterativeLearningControl
withInitialStateErrorforSomeFractionalSystem

LIYanfang,LIUXianghu,LIUYanmin,HEJun
(SchoolofMathematics,ZunyiNormalCollege,ZunyiGuizhou563002,China)

Abstract:[Purposes]Inordertosolvetheerroroftheinitialstateoftheiterationcomparedtotheexpectedinitialstateintheactual
operation.[Methods]AccordingtotheLaplacetransformandtheM-Lfunction,theconceptofmildsolutionsisshowed.[Findings]

ThesufficientconditionsofconvergencefortheopenandclosedP-typeiterativelearningcontrolisobtained.Someexamplesaregiv-
entoillustrateourmainresults.[Conclusions]Theresultsextendtheresearchofiterativealgorithmsinthefractionaldomainand
supplementtheexistingresults.
Keywords:caputofractionalderivative;iterativelearningcontrol;convergence;Mittag-Lefflerfunction.
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