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一类非线性微分方程的近似解
*
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(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:【目的】在偏序Banach空间中结合非线性扰动理论,得到一类新的非线性微分方程,并对该方程正解的存在性进行

讨论。【方法】运用一个新的不动点定理,将求方程的解的存在性问题转化为证明算子不动点的存在性问题。【结果】证明

了该非线性微分方程在满足一定的条件下至少存在一个正解,并给出了解的近似迭代序列。【结论】上述结果推广了已有

文献的结论。
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众所周知,把证明方程的解的存在性问题转化为证明算子的不动点的存在性问题是证明代数方程、微分方

程和积分方程等方程解的存在性及唯一性的重要方法。1922年,Banach[1]用度量空间中的压缩映射描述了这个

方法,用压缩映射原理证明一类方程解的存在唯一性。此后,这个方法不断发展并取得了很多成果,甚至成为非

线性泛函分析的主要内容。近些年来,学者们通过减弱Banach压缩映射原理中的压缩条件,得到了许多新的不

动点定理[2-9]。Dhage[2]在偏序Banach空间中得到一个新的不动点定理,本文试图用此不动点定理证明一类非

线性微分方程正解的存在性,同时给出这个解的近似迭代序列。所得结果是对文献[3,5]中结论的推广和改进。

Pathak和Rodríguez-lópez[3]运用不动点定理在偏序赋范线性空间中证明了微分方程初值问题

x′(t)=f(t,x(t))+g(t,x(t)),t∈J∶=[t0,t0+a]

x(0)=x{
0

解的存在性,其中非线性函数表示为两个连续函数的和。
在文献[5]中,Dhage和Lakshmikantham运用不动点定理证明了一类微分方程初值问题
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解的存在性,其中f:J×R→R\{0}连续,g:J×R→R连续。
受上述文献启发,本文运用非线性扰动方法和一个新的不动点定理,在偏序Banach空间中讨论一类更一般

的微分方程初值问题
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正解的存在性,其中λ∈R+,f:J×R+→R+\{0}连续,g:J×R+→R+连续。

函数x∈C(J,R)是初值问题(1)的解是指:x满足条件:1)对∀t∈J,函数 x(t)
f(t,x(t))

关于x是绝对连续的;

2)x∈AC(J,R),其中AC(J,R)表示绝对连续函数集。

1预备知识

设E 为Banach空间,其范数为 · ,在E 中定义偏序⪯满足:(a)自反性:a⪯a,∀a∈E;(b)传递性:a⪯b,
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b⪯c,则a⪯c,∀a,b,c∈E;(c)自反对称性:a⪯b,b⪯a,则a=b,∀a,b∈E。则 E,⪯( ),· 为偏序Banach空

间。
设(E,⪯,· )为完备偏序赋范线性空间,令E+={x∈E|x≥θ},K={E+⊂E|uv∈E+,∀u,v∈E+}。这

里θ表示E 中的零元素,K 表示E 中的正向量。下面引入本文所需的定义,它们均可在文献[2-3,8]中查到。
定义1 设(E,⪯,· )为偏序Banach空间,T:E→E。对∀x,y∈E,如果当x⪯y时,有Tx⪯Ty,则称T

是不减映射。
定义2 设(E,⪯, · )为偏序 Banach空间,a∈E,对∀ε>0,∃δ>0,使得当|x-a|<δ 时,有

|Tx-Ty|<ε成立,则称映射T 在x=a处偏连续。若映射T 在E 中的任意点均偏连续,则称映射T 在E 上偏

连续。
定义3 设(E,⪯,· )为偏序Banach空间,C为E 中的任意链。对映射T:E→E,如果T(C)⊂E 是有界

的,则称映射T 是偏有界的。若存在一个常数M,使得 ( )T C ≤M,则称映射T 是一致偏有界的。
定义4 设(E,⪯,· )为偏序Banach空间,C为E 中的任意链。对映射T:E→E,如果T(C)是E 中的相

对列紧子集,则称映射T 是偏列紧的。若T(C)⊂E 是偏列紧且一致偏有界的,则称映射T 是一致偏列紧的。
定义5 设(E,⪯,· )为偏序Banach空间,若有序列{xn}∞n=1在E 上单调,则存在一个子列{xnk

}∞n=1,使得

当xnk→x
*(n→∞)时,有xn→x*(n→∞),则称E 上定义的范数 · 与序关系⪯是相容的。

定义6 设(E,⪯,· )为偏序Banach空间,如果算子T:E→E 满足 Ty-Tx ≤φ(x-y ),其中函数

φ:R+→R+是上半连续函数,单调不减且φ(0)=0,则称算子T 是非线性偏序D-Lipschitz算子,称函数φ 为

D-函数。如果满足φ(r)≤r(r>0),则称T 是E 中的非线性压缩算子。如果满足φ(r)=kr,k为实数,且0≤k≤
1,则称T 是E 中的Lipschitz压缩算子,k为D-Lipschitz常数。

引理1[2] 对∀u1,u2,v1,v2∈K 满足u1⪯v1,u2⪯v2,则有u1u2⪯v1v2。
定理1[2] 设(E,⪯,· )为偏序Banach空间,使得其上定义的范数 · 与序关系⪯是相容的,C 为E 中

的任意紧链。又设 A,B:E→K 是两个不减算子,满足:(i)A 是偏有界且非线性偏序D-Lipschitz算子,它的

D-函数为φA;(ii)B 为偏连续,一致偏列紧算子;(iii)MφA(r)<r(r>0),其中 M=sup{‖B(C)‖:C⊂E},C 为

E 中的链;(iv)∃x0∈E,使得 x0⪯Ax0Bx0 成立。则算子方程AxBx=x 在E 中有一个正解x*,且有序列

{xn},满足迭代xn+1=AxnBxn,n=0,1,2,…,收敛到x*。

2主要结论

设C(J,R)为定义于J取值于R 的连续函数全体做成的集合。在C(J,R)上定义范数 x C=sup
t∈J
|x(t),

则C(J,R)按范数 · C 构成Banach空间。定义序关系⪯,满足x⪯y⇒x(t)⪯y(t),∀t∈J,则(C(J,R),⪯,
· C)构成偏序Banach空间。

引理2[2] 设(C(J,R),⪯,· C)为偏序Banach空间,则C(J,R)的任意列紧子集上定义的范数 · C 与

偏序关系⪯都是相容的。

定义7 设v(t)∈C(J,R),如果
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,则称v((t)是初值问题

(1)的一个下解。
为了证明初值问题(1)解的存在性,引入下列假设条件:
(H1)f:J×R+→R+\{0}连续,g:J×R+→R+连续;

(H2)对∀t∈J,映射x→ x(t)
f(t,x(t))

是单射,即函数 x(t)
f(t,x(t))

关于x是绝对连续的;

(H3)∃Mf>0,使得0<f(t,x(t))≤Mf,且 x(t)
f(t,x(t))

关于x不减;

(H4)存在D-函数φ使得0≤f(t,x)-f(t,y)≤φ(x-y),∀t∈J,x,y∈R+,x≥y;
(H5)g(t,x(t))在J上关于x 是一个单调不减函数;
(H6)∃h∈L1(J,R),使得g(t,x(t))≤h(t),∀t∈J,x∈R+;
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(H7)初值问题(1)有下解v(t)∈C(J,R)。
定理2 设满足条件(H1)~(H7)。如果不等式

x0
f(t0,x0)+ h L1<1 (2)

成立,则初值问题(1)至少有一个正解x*,且有序列{xn}∞n=1,满足迭代

x1(t)=v(t),xn+1(t)=f(t,xn(t)) x0
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e-λ(t-t0)+∫

t
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收敛到x*。
证明 设E=C(J,R)。因为(H1),(H2)成立,所以可以将初值问题(1)转换为等价的积分方程:

x(t)=f(t,x(t)) x0
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令E+={x∈E|x≥θ},K={E+⊂E|uv∈E+,∀u,v∈E+},定义两个算子A,B:E→K 如下:

Ax(t)=f(t,x(t)),t∈J,Bx(t)= x0

f(t0,x0)
e-λ(t-t0)+∫

t

t0
e-λ(t-s)g(s,x(s))ds,t∈J。

故积分方程(4)可等价于算子方程Ax(t)Bx(t)=x(t),t∈J。则初值问题(1)有解等价于算子方程存在不动点。
因此,只需证明算子方程满足定理1中的条件即可。

首先证明算子A,B 在E 上均为不减算子。对∀x,y∈E,满足x≥y,由条件(H4)有:

Ax(t)=f(t,x(t))≥f(t,y(t))=Ay(t)。
所以算子A 是不减算子。同理,由条件(H5)可以证明算子B 也是不减算子。

下证算子A 是偏有界且非线性偏序D-Lipschitz算子。对∀x∈E,由条件(H3)可得|Ax(t)|=|f(t,x(t))|≤
Mf,其中t∈J,Mf>0,所以 Ax C≤Mf,故A 是一个有界算子,所以A 在(C(J,R),⪯,· C)上是一个偏有界

算子。
对∀x,y∈E,满足x≥y,由条件(H4)有:

Ax(t)-Ay(t)=f(t,x(t))-f(t,y(t))≤φ(x(t)-y(t))≤φ(x-y C),t∈J,
两边取范数,得 Ax-Ay C≤φ(x-y C)。所以算子A 是一个偏D-Lipschitz算子。

对算子B 来说,需证明算子B 不仅是一个偏连续算子,还是一个一致偏列紧算子。设存在一链C⊂E,在C
上定义一个序列{xn}∞n=1,使得xn→x(n→∞)。因为g(t,x(t))在J上是连续函数,由条件(H6),运用Lebesgue
控制收敛定理可得:

lim
n→∞

Bxn(t)=lim
n→∞
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n→∞
g(s,xn(s))ds)= x0

f(t0,x0)
e-λ(t-t0)+∫

t

t0
e-λ(t-s)g(s,x(s))ds=Bx(t)。

所以算子B 是一个连续算子,故B 在(C(J,R),⪯,· C)是一个偏连续算子。
对∀t1,t2∈J,满足t1>t2,有:

Bx(t1)-Bx(t2)=∫
t1

t0
e-λ(t1-s)g(s,x(s))ds-∫

t2

t0
e-λ(t2-s)g(s,x(s))ds ≤

∫
t1

t0
e-λ(t1-s)g(s,x(s))ds-∫

t1

t0
e-λ(t2-s)g(s,x(s))ds-∫

t2

t1
e-λ(t2-s)g(s,x(s))ds =
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(e-λ(t1-s)-e-λ(t2-s))g(s,x(s))ds +∫
t1

t2
e-λ(t2-s)g(s,x(s))ds →0 t1-t2 →( )0 。

所以当|t1-t2|→0时,|Bx(t1)-Bx(t2)|→0。所以序列{Bx:x∈C}是等度连续的。
设C⊂E 是E 中的任意链,需要证明B(C)是一致有界的。事实上,对∀t∈J,∃x∈C,使得y=Bx(y∈

B(C)),根据条件(H6),有:

y(t)= (Bx)(t)= x0

f(t0,x0)
e-λ(t-t0)+∫

t
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e-λ(t-s)g(s,x(s))ds ≤ x0

f(t0,x0)+∫
t

t0
e-λ(t-s)g(s,x(s))ds ≤

x0

f(t0,x0)+∫
t

t0
g(s,x(s))ds ≤ x0

f(t0,x0)+ h L1 ≜M,
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在上述不等式两边取范数可得 y C=sup
t∈J
|y(t)|≤M。由此可知B(C)⊂E 是一致有界的,再由Arela-Ascoli定

理可知,算子B 是一个一致偏列紧算子。
根据条件(H7)可知,初值问题(1)存在下解v(t),即:
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在上式两边同时乘以积分因子eλt,并在J上积分,得eλt v(t)
f(t,v(t))≤

eλt0 v(t0)
f(t0,v(t0))+∫

t
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eλsg(t,v(s))ds。

又因为v(t0)≤v0,所以有:
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eλt0 v0
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eλsg(t,v(s))ds。

因此:
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这说明存在v∈E,使得v(t)≤Av(t)Bv(t),∀t∈J,所以v≤AvBv。

最后,验证定理1的条件(iii),由上面的证明过程,取M= x0
f(t0,x0)+ h L1,又由(2)式,可得:

MφA(r)≤ x0
f(t0,x0)+ h L1φ(r)<r,r>0。

所以算子A,B 满足定理1中的所有条件,由定理1知算子方程x=AxBx至少有一个不动点,即初值问题

(1)至少有一个解,设为x*,取序列{xn}∞n=1满足迭代(3),则序列{xn}∞n=1收敛到x*。 证毕

例1 考虑有界闭集t∈J=[0,1]上的方程
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,其中f(t,x)=

1,x≤0
1+x,0<x≤3
4,x>

ì

î
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ïï 3

,g(t,x)= x
1+ x

。

方程中的函数f:J×R+→R+\{0}连续的,g:J×R→R+连续,满足条件(H1);

取λ=1,函数f满足0<f≤4=Mf, x
f(t,x)

是单射且关于x不减,则f满足条件(H2),(H3);

现取D-函数φ(r)=r,对于函数f有0≤f(t,x)-f(t,y)≤x-y,∀t∈J,x,y∈R+,x≥y,满足条件(H4);
函数g是一个单调不减函数,∃h∈L1(J,R),使得g(t,x(t))≤h(t)=|x(t)|,则满足条件(H5),(H6);根

据定义7,方程有下解v(t)=-3,则有序列{xn}∞n=1,满足迭代

xn+1(t)=f(t,xn(t))12e
-t+e-t∫

t

0
es |xn(s)|
1+|xn(s)|

dé

ë
êê

ù

û
úús ,n=1,2,…,

收敛到x*,这里x1(t)=-3。
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Abstract:[Purposes]Byusingnonlinearperturbedtechnique,anewclassofnonlineardifferentialequationswerestudied,anddiscuss
theexistenceofpositivesolutionforthisequationinpartiallyBanachspaces.[Methods]Theproofofthemainresultsbasedona
newfixedpointtheorem,andtransformingtheexistenceofsolutionsofequationstotheexistenceoffixedpointsofoperators.
[Findings]Thenprovethenonlineardifferentialequationshasapositivesolutionatleastundersomecertainconditions,approximate
iterativesequenceisalsogiven.[Conclusions]Thisresultisgeneralizedaconclusionofexistingliteratures.
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