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一类含有n-3条公共弧的三色有向图本原指数上界
*

罗美金,侯宗毅

(河池学院 数学与统计学院,广西 宜州546300)

摘要:【目的】在传统单个非负矩阵的基础上,将非负本原矩阵对指数推广到非负本原矩阵簇指数。【方法】根据非负本原

矩阵簇与之伴随有向图的一一对应关系,借助三色有向图解决一类非负矩阵簇本原指数问题。【结果】研究了一类三色有

向图,它的未着色图中包含n个顶点,1个n-圈、1个(n-1)-圈和1个(n-2)-圈,且3圈有1条长为n-3的公共弧,给出

了本原条件,并找到了指数上界。【结论】所得结果有助于一般情形下的非负矩阵簇本原指数问题的研究。
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1预备知识

设D 是一个有向图。D 的顶点序列为v1,v2,…,vl+1,若v1,v2,…,vl+1互不相同,则称该途径是一条长为l
的路。若D 是包含红弧、黄弧和蓝弧的有向图,则称D 是一个三色有向图。三色有向图D 是强连通的,D 中每

一对顶点(i,j)都存在从i到j的途径。给定D 中的一条途径ω,用r(ω),y(ω)和b(ω)分别表示ω中红弧、黄弧

和蓝弧的数目,称ω 为一条(r(ω),y(ω),b(ω))-途径,ω 的分解为向量(r(ω),y(ω),b(ω))或(r(ω),y(ω),
b(ω))T[1]。

一个三色有向图D 是本原的,当且仅当存在非负整数h,k和v,且h+k+v>0,使得D 中的每一对顶点(i,j)
都存在从i到j的(h,k,v)-途径,h+k+v的最小值定义为三色有向图D 的本原指数,记为exp(D)[1]。

设C={γ1,γ2,…,γl}是D 的圈集合,定义D 的圈矩阵M 是一个3×l矩阵,它的第i列是γi 的分解。M 的

content(记为content(M))定义为0,如果 M 的秩小于3,否则定义为 M 的所有非零3阶主子式的最大公因

数[2]。
引理1[2] 一个至少包含1条红弧、1条黄弧和1条蓝弧的三色有向图D 是本原的,当且仅当D 是强连通

的,且content(M)=1。
将传统单个非负本原矩阵的指数问题研究推广到非负本原矩阵对、矩阵簇,这是组合矩阵论中一个崭新的

研究内容。非负本原矩阵对、矩阵簇可以与之伴随的有向图即双色有向图、多色有向图建立一一对应关系,从而

将矩阵的问题转化为图的问题进行研究。目前,关于双色有向图的本原指数的研究已经取得了不少成果[5-12],而
对多色有向图的研究甚少[1-4]。笔者将前期的成果加以深化,运用双色有向图本原指数的研究方法,研究了一类

含有n(n≥4)个顶点,至少包含1条红弧、1条黄弧和1条蓝弧的三色有向图D,而该有向图未着色的状态如图1
所示。

由图1可知,D 中仅包含3个圈,圈长分别为n,n-1和n-2,且3圈有1条n-3长的公共弧3→4→…→n。
不妨设D 的圈矩阵为

M=
a c e
b d f

n-a-b n-c-d-1 n-e-f

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú-2

。
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图1 未着色的有向图D
Fig.1 Uncoloreddigraph

其中a,b,c,d,e和f 都为非负整数。结合图1可知a,b,c,

d,e和f 显然满足关系式:

e-1≤a≤e+3
f-1≤b≤f+3
n-3-e-f≤n-a-b≤n+1-e-

ì

î

í

ïï

ïï f

,

e-1≤c≤e+2
f-1≤d≤f+2
n-3-e-f≤n-1-c-d≤n-e-

ì

î

í

ïï

ïï f

。

2本原条件

定理1 若D 是本原的,当且仅当(ad-bc)(n-2-
e-f)+(cf-ed)(n-a-b)+(be-af)(n-1-c-d)=
±1。

证明 显然,D 是强连通的,且

det(M)=(ad-bc)(n-2-e-f)+(cf-ed)(n-a-b)+(be-af)(n-1-c-d),
由引理1可得,D 是本原的当且仅当content(M)=1,即

det(M)=(ad-bc)(n-2-e-f)+(cf-ed)(n-a-b)+(be-af)(n-1-c-d)=±1。 证毕

3指数上界

根据D 中弧的不同着色,分情况讨论各类本原条件下的指数上界。将所得指数上界进行比较,找到所有本

原情况下,当a=e+1,b=f,c=e,d=f-1时;或当a=e+1,b=f,c=e+2,d=f-1时;又或当a=e,b=f+1,

c=e-1,d=f时:D 的本原指数最大。以下只证明a=e+1,b=f的情形,方法类似,不再赘述。
定理2 若D 是本原的,且a=e+1,b=f,则

exp(D)≤8n
3-10n2-13n+15

9
。

证明 显然,a=e+1,b=f 时,n-圈上有n-e-f-1条蓝弧。对顶点(i,j),记pij是从i到j 的最短路,

r(pij)=s,y(pij)=t,b(pij)=w。分以下3种类型讨论D 的本原指数上界。
类型一:当弧n→3是黄色时,则公共弧3→4→…→n中含有e条红弧,f-1条黄弧和n-e-f-2条蓝弧。
由图1可得,n-圈上的非公共弧n→1→2→3中恰含1条红弧、1条黄弧和1条蓝弧。(n-1)-圈上的红弧、黄

弧和蓝弧数目与非公共弧n→2→3的着色有关系,分以下6种情况讨论。

1)若弧n→2→3是蓝色的。结合图1可知,(n-1)-圈上有e条红弧,f-1条黄弧和n-e-f条蓝弧,所对

应的圈矩阵

M=
e+1 e e
f f-1 f

n-e-f-1 n-e-f n-e-f

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú-2

。

显然,e≥0,f-1≥0,且det(M)=-n+2e-f+2。由引理1可得,D 是本原的当且仅当content(M)=1,即
det(M)=-n+2e-f+2=±1。此部分又分以下2种情况讨论。

a)当det(M)=-n+2e-f+2=-1时,则f=-n+2e+3,M 的逆矩阵为

M-1=
n-e+f-2 -2e -e

-f -n+2e+f+2 f
-n+e+1 n-f e-f

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú+1

。

因f-1≥0,所以e≥n-22
;又因n-e-f-2=2n-3e-5≥0,所以e≤2n-53

。显然,-n+2e+f+2=

-2n+4e+5≥1,-n+e+1<0,n-f>0,e-f+1=n-e-2>0。
只需证明对D 的任意一对顶点(i,j)都有1条((e+1)(e+1)(n-e+f-2)+ef((-n+2e+f+2)+(n-
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e+f))+e(f(n-f)+(e-f+1)(n-e-f)),f(e+1)(n-e+f-2)+(f-1)f((-n+2e+f+2)+(n-e+
f))+f(f(n-f)+(e-f+1)(n-e-f)),(n-e-f-1)(e+1)(n-e+f-2)+(n-e-f)f((-n+2e+f+2)+
(n-e+f))+(n-e-f-2)f(n-f)+(n-e-f-2)(e-f+1)(n-e-f))-途径。取ρ1=(e+1)(n-e+f-
2)-(n-e+f-2)s+2et+ew,ρ2=f((-n+2e+f+2)+(n-e+f))+fs-(-n+2e+f+2)t-fw,ρ3=f(n-
f)+(e-f+1)(n-e-f)+(n-e-1)s-(n-f)t-(e-f+1)w。因此,从顶点i出发,沿pij到顶点j,转n-圈

ρ1 次,转(n-1)-圈ρ2 次,转(n-2)-圈ρ3 次的途径有分解

é

ë
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ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

s
t
w
+ρ1

e+1
f

n-e-f

é

ë
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ê
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é
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úúf
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e
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ë
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ê
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ù

û

ú
ú
úú-2
=

(e+1)(e+1)(n-e+f-2)+ef((-n+2e+f+2)+(n-e+f))

f(e+1)(n-e+f-2)+(f-1)f((-n+2e+f+2)+(n-e+f))
(n-e-f-1)(e+1)(n-e+f-2)+(n-e-f)f((-n+2e+f+2)+(n-e+f

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú))
+

e(f(n-f)+(e-f+1)(n-e-f))

f(f(n-f)+(e-f+1)(n-e-f))
(n-e-f-2)(f(n-f)+(e-f+1)(n-e-f

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú))
。

此时,0≤s≤e+1,0≤t≤f,0≤w≤n-e-f。当s=e+1时,t≥0,w≥0;当t=f,w=n-e-f时,s≥0。容易验

证,ρ1≥0,ρ2≥0,ρ3≥0。所以

exp(D)≤
(e+1)(e+1)(n-e+f-2)+ef((-n+2e+f+2)+(n-e+f))+
e(f(n-f)+(e-f+1)(n-e-f))+f(e+1)(n-e+f-2)+

(f-1)f((-n+2e+f+2)+(n-e+f))+f(f(n-f)+(e-f+1)(n-e-f))+
(n-e-f-1)(e+1)(n-e+f-2)+(n-e-f)f((-n+2e+f+2)+(n-e+f))+

(n-e-f-2)(f(n-f)+(e-f+1)(n-e-f))=
n(e+1)(n-e+f-2)+(n-1)f((-n+2e+f+2)+(n-e+f))+

(n-2)(f(n-f)+(e-f+1)(n-e-f))。
将f=-n+2e+3代入exp(D)中,则exp(D)是关于e的函数。利用 Maple软件计算,当exp′(D)=0时,

得e=-5n+14n <0;exp″(D)=4n>0,故exp(D)在极值点e=-5n+14n
取得极小值。又因n

2-1≤e≤
2n-5
3
,所以

exp(D)在闭区间 n
2-1

,2n-5é

ë
êê

ù

û
úú3
上为增函数,因此

exp(D)≤exp(D)e= 2n-53 =8n
3-10n2-13n+15

9
。

b)当det(M)=-n+2e-f+2=1时,则f=-n+2e+1,M 的逆矩阵为

M-1=
-n+e-f+2 2e e

f n-2e-f-2 -f
n-e-1 -n+f -e+f

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú-1

。

因f-1≥0,所以e≥n
2
。又因0≤n-e-f-2=2n-3e-3,所以e≤2n-33

。显然,-n+e-f+2<0,n-

2e-f-2=2n-4e-3≤-3,n-e-1>0,-n+f<0,-e+f-1=-n+e<0。
只需证明对D 的任意一对顶点(i,j)都有1条(2ef(e+1)+e(n-e-f)(e+1)+ef(e+1)+e(e+1)(n-e-1,

2ef2+ef(n-e-f)+f(e+1)(f-1)+f(e+1)(n-e-1),2ef(n-e-f-1)+e(n-e-f)(n-e-f-1)+
f(e+1)(n-e-f)+(n-e-f-2)(e+1)(n-e-1))-途径。取ρ1=2ef+e(n-e-f)+(n-e+f-2)s-2et-
ew,ρ2=f(e+1)-fs+(-n+2e+f+2)t+fw,ρ3=(e+1)(n-e-1)-(n-e-1)s+(n-f)t+(e-f+1)w。
因此,从顶点i出发,沿pij到顶点j,转n-圈ρ1 次,转(n-1)-圈ρ2 次,转(n-2)-圈ρ3 次的途径有分解
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2ef(e+1)+e(n-e-f)(e+1)+ef(e+1)+e(e+1)(n-e-1)

2ef2+ef(n-e-f)+f(e+1)(f-1)+f(e+1)(n-e-1)

2ef(n-e-f-1)+e(n-e-f)(n-e-f-1)+f(e+1)(n-e-f)+(n-e-f-2)(e+1)(n-e-1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú)
。

此时,0≤s≤e+1,0≤t≤f,0≤w≤n-e-f。当s=e+1时,t≥0,w≥0;当t=f,w=n-e-f时,s≥0。容易验

证,ρ1≥0,ρ2≥0,ρ3≥0。所以

exp(D)≤
2ef(e+1)+e(n-e-f)(e+1)+ef(e+1)+e(e+1)(n-e-1)+2ef2+ef(n-e-f)+
f(e+1)(f-1)+f(e+1)(n-e-1)+2ef(n-e-f-1)+e(n-e-f)(n-e-f-1)+

f(e+1)(n-e-f)+(n-e-f-2)(e+1)(n-e-1)=
2efn+ne(n-e-f)+(n-1)f(e+1)+(n-2)(e+1)(n-e-1)。

将f=-n+2e+1代入exp(D)中,则exp(D)是关于e的函数,利用 Maple软件计算,由exp′(D)=0时,得

e=-n-14n <0;exp″(D)=4n>0,故exp(D)是在极值点e=-n-14n
取得极小值。又因n

2≤e≤
2n
3-1

,所以

exp(D)在闭区间 n
2
,2n
3

é

ë
êê

ù

û
úú-1 上为增函数,因此

exp(D)≤exp(D)e= 2n3-1 =
8n3-18n2+6n

9
。

2)若弧n→2→3是黄色的。显然,此时所对应的圈矩阵

M=
e+1 e e
f f+1 f

n-e-f-1 n-e-f-2 n-e-f

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú-2

,

则det(M)=n-2e-f-2。类似弧n→2→3是蓝色的情形讨论,可得det(M)=n-2e-f-2=-1时,exp(D)

在e=n
2-1

处取得极大值,exp(D)≤n
3-2n2+3n-2

2
。

3)若弧n→2→3是红色的。显然,此时所对应的圈矩阵

M=
e+1 e+2 e
f f-1 f

n-e-f-1 n-e-f-2 n-e-f

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú-2

,

且det(M)=2e+3f-n+2。类似n→2→3是蓝色的情形讨论,可得det(M)=2e+3f-n+2=1时,exp(D)在

e=0处取得极大值,exp(D)≤8n
3-10n2-13n+15

9
。

4)若弧n→2→3中一条弧是红色的,另一条弧是黄色的。显然,此时所对应的圈矩阵

M=
e+1 e+1 e
f f f

n-e-f-1 n-e-f-2 n-e-f

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú-2

,

且det(M)=f=1。类似n→2→3为蓝色的情形讨论,可得exp(D)在e=0处取得极大值,exp(D)≤2n2-4n。
5)若弧n→2→3中一条弧是红色的,另一条弧是蓝色的。显然,此时所对应的圈矩阵

M=
e+1 e+1 e
f f-1 f

n-e-f-1 n-e-f-1 n-e-f

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú-2

,

且det(M)=2e+f-n+2。类似n→2→3是蓝色的情形讨论,可得det(M)=2e+f-n+2=1时,exp(D)在

e=n
2-1

处取得极大值,exp(D)≤n
3-2n2+3n-2

2
。

6)若弧n→2→3中一条弧是黄色的,另一条弧是蓝色的。显然,此时所对应的圈矩阵

M=
e+1 e e
f f f

n-e-f-1 n-e-f-1 n-e-f

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú-2

,
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且det(M)=-f=-1。类似n→2→3为蓝色的情形讨论,可得exp(D)在e=0处取得极大值,exp(D)≤2n2-
4n。

综上,当a=e+1,b=f 时,且弧n→3为黄色的,比较各类本原情况下的指数上界,可得exp(D)≤
8n3-10n2-13n+15

9
。

类型二:当弧n→3是红色时,公共弧3→4→…→n中含有e-1条红弧,f条黄弧和n-e-f-2条蓝弧。类

似类型一的情况讨论,比较各类本原情况下的指数上界,可得当c=e-1,d=f+1时,exp(D)在取e=1得极大

值,即exp(D)≤8n
3-16n2-12n+27

9
。

类型三:当弧n→3是蓝色时,公共弧3→4→…→n中含有e条红弧,f条黄弧和n-e-f-3条蓝弧。类似

类型 一 的 情 况 讨 论,可 得 当c=e+1,d=f+1时,exp(D)在e=2n3 -2
取 得 极 大 值,即exp(D)≤

8n3-16n2-12n+27
9

。

综上,当a=e+1,b=f时,exp(D)≤8n
3-10n2-13n+15

9
。 证毕

类似定理2的证明,借助 Maple软件进行计算,可得各类本原情况下的指数上界如表1所示。

表1 D 的本原情况

Tab.1 PrimitiveconditionsofD

情况 a的值 b的值
是否存在

本原情形
exp(D)的上界 情况 a的值 b的值

是否存在

本原情形
exp(D)的上界

1 e+3
f-1或

f
是 exp(D)≤6n2-20n+15 8 e f-1 是 exp(D)≤6n2-21n+16

2 e+2
f-1或

f+1
是 exp(D)≤3n2-6n+2 9 e

f或

f+2
否

3 e+2 f 否 10 e f+1 是 exp(D)≤8n
3-10n2-13n+15

9

4 e+1 f-1 是 exp(D)≤3n2-6n+2 11 e f+3 是 exp(D)≤6n2-20n+15

5 e+1 f 是 exp(D)≤8n
3-10n2-13n+15

9 12 e-1
f或

f+3
是 exp(D)≤6n2-20n+15

6 e+1 f+1 是 exp(D)≤8n
3-16n2-12n+27

9 13 e-1
f+1或

f+2
是 exp(D)≤3n2-6n+2

7 e+1 f+2 是 exp(D)≤3n2-6n+2

4结论

研究了一类含有n-3条公共弧的3圈三色有向图D 本原指数问题。结合图1,找到了D 的本原条件(表

1);并对在本原条件下的各类情况进行了讨论,有效借助 Maple软件计算出本原指数上界。综合定理2和表1,
可得重要结论定理3。

定理3 若D 是本原的,则exp(D)≤8n
3-10n2-13n+15

9
。

在此基础上可以进一步讨论更为一般情形的图形,如不限定3圈的圈长,不限定公共弧数目及对达到本原

指数上界的极图进行刻画等,这些可以成为后续的研究问题。

参考文献:
[1]罗美金,高玉斌.一类恰含三个圈的三色有向图的本原指 数[J].山东大学学报(理学版),2008,43(1):65-72.

221 重庆师范大学学报(自然科学版) http://www.cqnuj.cn           第35卷



LUOMJ,GAOYB.Primitiveexponentofthree-colored
digraphswiththreecycles[J].JournalofShandongUniver-
sity(NaturalScience),2008,43(1):65-72.

[2]严庆,邵燕灵.一类三色有向图的本原指数[J].中北大学学

报(自然科学版),2009,30(6):512-517.
YANQ,SHAO YL.Exponentofthree-coloreddigraphs
[J].JournalofNorthUniversityofChina(NaturalSci-
ence),2009,30(6):512-517.

[3]周会玲,宋秋艳.一类三角有向图的本原指数[J].吉林师范

大学学报(自然科学版),2011,32(2):82-89.
ZHOU H L,SONG Q Y.Exponentofthree-coloreddi-
graphs[J].JournalofJilinNormalUniversity(NaturalSci-
enceEdition),2011,32(2):82-89.

[4]王玉香.几类矩阵簇的本原指数[D].太原:中北大学,

2009.
WANGYX.Exponentofseveralclassesofcoloredmutidi-
graphys[D].Taiyuan:NorthUniversityofChina,2009.

[5]SHAOYL,GAOYB.Ontheexponentoftwo-coloreddi-
graphswithtwocycles[J].LinearandMultilinearAlgebra
Appl,2009,57(2):185-199.

[6]SHADERBL,SUWILOS.Exponentsofnonnegativema-
trixpairs[J].LinearAlgebraandItsApplications,2003,

363(4):275-293.

[7]GAOYB,SHAOYL.Doublevertexdigraphsofdigraphs
[J].DiscreteMathematics,2009,309(8):2432-2444.

[8]GAOYB,SHAOYL.Boundontheexponentsofaclass
oftwo-coloreddigraphs[J].ArsCombinatoria,2009,90:

425-434.
[9]AKELBEK M,KIRKLANDS.Primitivedigraphwiththe
largestscramblingindex[J].LinearAlgebraandItsAppli-
cations,2009,430(4):1099-1110.

[10]罗美金.一类双色有向图的本原指数上界[J].数学的实践

与认识,2013,43(23):142-150.
LUO MJ.Upperboundonprimitiveofexponentofa
classoftwo-coloreddigraphs[J].MathematicsinPractice
andTheory,2013,43(23):142-150.

[11]罗美金.一类特殊非负矩阵对本原指数集[J].重庆师范大

学学报(自然科学版),2017,34(2):59-66.
LUOMJ.Theprimitiveexponentsetofaclassofspecial
nonnegativematrixpairs[J].JournalofChongqingNor-
malUniversity(NaturalScience),2017,34(2):59-66.

[12]杨盼足,邵燕灵.一类本原不可幂定号有向图的基[J].重
庆师范大学学报(自然科学版),2015,32(1):64-67.
YANGPZ,SHAOYL.Thebaseofaclassofprimitive
non-powerfulsigneddigraphs[J].JournalofChongqing
NormalUniversity(NaturalScience),2015,32(1):64-67.

  

UpperBoundofExponentofaClassofPrimitiveThree-ColoredDigraphswithn-3CommonArcs

LUOMeijin,HOUZongyi
(SchoolofMathematicsandStatistics,HechiUniversity,YizhouGuangxi546300,China)

Abstract:[Purposes]Onthebasisofthetraditionalsinglenonnegativematrix,theexponentofnonnegativeprimitivematrixpairsis
extendedtotheexponentofnonnegativeprimitivetuples.[Methods]Usingaone-to-onerelationshipbetweennonnegativeprimitive
matrixtuplesandtheassociateddirecteddigraphofnonnegativematrixtuples,theproblemofprimitiveexponentofnonnegative
matrixtuplescanbetransformedintothree-coloreddigraphs.[Findings]Aclassofprimitivethree-coloreddigraphswiththreecycles
whoseuncoloreddigraphhasnvertices,consistsofonen-cycle,one(n-1)-cycleandone(n-2)-cycle,andthereisacommonarc
whichisn-3inlengthonthreecycles.Someprimitiveconditionsandthetightupperboundofprimitiveexponentsaregiven.
[Conclusions]Theresultsarehelpfultothestudyoftheexponentofnonnegativeprimitivetuplesinthegeneralcase.
Keywords:primitive;three-colored;digraph;exponent;upperbound
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