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强泛G-投射模,强泛G-内射模和强泛G-平坦模
*
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(1.成都大学 信息科学与工程学院,成都610106;2.西南科技大学 理学院,四川 绵阳621010)

摘要:【目的】完善相对同调理论中对强泛G-投射模、强泛G-内射模和强泛G-平坦模的研究。【方法】利用同调方法讨论

了许多相关性质,举例给出了一个模是强泛G-投射模但不是强G-投射模。【结果】给出了强泛G-投射模(或强泛G-平坦

模)是强G-投射模(或强G-平坦模)的充分条件,利用强泛G-投射模、强泛G-内射模和强泛G-平坦模的概念,刻画了强G-
半单环、强G-VonNeumann正则环和强G-遗传环。【结论】补充了已有文献关于强泛G-投射模、强泛G-内射模和强泛G-
平坦模性质的研究。
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1预备知识

1969年,Auslander等人[1]在Noether环上对有限生成模引入了G-维数为0的模的概念。1995年,Enochs
等人[2-3]将G-维数为0的模这一概念推广到任意环上,引入了G-投射模、G-内射模和G-平坦模的概念。这些是

后来形成的所谓Gorenstein同调理论的基础。近些年来,Gorenstein同调理论受到关注,许多学者讨论了G-投
射模、G-内射模和G-平坦模的性质,并得到许多成果[4-15]。2007年,Bennis等人[4]引入了强G-投射模、强G-内
射模和强G-平坦模的概念。模M 称为强G-投射模,是指存在投射模的正合列

P=… →
f

P →
f

P →
f

P →
f … (1)

使得M≅ker(f),且对任意投射R-模Q,该正合列在函子HomR(-,Q)的作用下仍是正合的。正合列(1)也可以

简化为:

0→M→P→M→0。 (2)
即判断一个模M 为强 G-投射模,只需判断 M 是否满足正合列(2),且对任意投射R-模Q,该正合列在函子

HomR(-,Q)的作用下仍是正合的。文献[4]证明了模M 是G-投射模当且仅当M 是一个强G-投射模的直和加

项。2013年,文献[5]引入了泛G-投射模的概念。称模 M 为泛G-投射模,即指 M 有全投射分解P=…→P1→
P0→P0→P1→…,使得M≅ker(P0→P0)。泛G-内射模和泛G-平坦模的概念相应地定义。泛G-投射模对于刻

画G-半单环(QF环)有重要的作用。文献[5]证明了R 是QF环当且仅当每个R-模是泛G-投射模,当且仅当每

个R-模是泛G-内射模;R 是FC环当且仅当每个R-模是泛G-平坦模。文献[6]引入了强泛G-投射模、强泛G-内
射模和强泛G-平坦模的概念,并讨论了相关的一些性质。

本文进一步研究了强泛G-投射模、强泛G-内射模和强泛G-平坦模,给出了强泛G-投射模是强G-投射模以

及强泛G-投射模是投射模的几个充分条件。这与Holm在文献[7]中的条件是不相同的,可以说,本文给的条件

更弱。文献[8]中用强G-投射模和强G-内射模刻画了强G-半单环,本文也用强泛G-投射模和强泛G-内射模刻

画了强G-半单环,相应地讨论了强泛G-平坦模是强G-平坦模的条件以及强泛G-平坦模与强泛G-投射模的关

系。最后,利用强泛G-平坦模刻画了强G-VonNeumann正则环,推广了文献[9]的结果。
尽管文献[5]指出存在一个模是泛G-投射模但不是G-投射模,然而并未给出具体的例子。文献[6]也未能
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给出强泛G-投射模不是强G-投射模的例子。本文给出了一个具体的强泛G-投射模但不是强G-投射模例子,此
例也说明了泛G-投射模不一定是G-投射模。

本文设R 是交换环,模均指R-模。G-gl.dim(R)表示R 的Gorenstein整体维数,w.G-gl.dim(R)表示R 的

Gorenstein弱整体维数,pdRM,idRM 和fdRM 分别表示模M 的投射维数、内射维数和平坦维数,G-pdRM,G-
idRM 和G-fdRM 分别表示模M 的Gorenstein投射维数、Gorenstein内射维数和Gorenstein平坦维数。M+表示

M 的特征模HomZ(M,Q/Z)。

2强泛G-投射模和强泛G-内射模

定义1 模M 称为强泛G-投射模,是指存在投射模的正合列

P=… →
f

P →
f

P →
f

P →
f … (3)

使得M=ker(f)。模M 称为强泛G-内射模,是指存在内射模E 的正合列

E=… →
f

E →
f

E →
f

E →
f … (4)

使得M=ker(f)。
注1 以下的事实是显然的。

1)由定义1及投射模和内射模的性质,强泛G-投射(内射)模关于直和(直积)封闭。

2)M 是强泛G-投射(内射)模,当且仅当存在一个短正合列0→M→X→M→0,其中X 是投射(内射)模。

3)由定义1有包含关系:{投射模}⊆{强G-投射模}⊆{强泛G-投射模}⊆{泛G-投射模};相应地有:{内射

模}⊆{强G-内射模}⊆{强泛G-内射模}⊆{泛G-内射模}。

4)设M 是R-模,则M 是泛G-投射(内射)当且仅当它是强泛G-投射(内射)的直和加项。

5)设0→N →M→Q →0是正合列,Q 是投射模。若N 是强泛G-投射,则M 是强泛G-投射。
由注1知,强G-投射模是强泛G-投射模,但强泛G-投射模不一定是强G-投射模。下面给一个具体例子。
例1 设Q 为有理数域,X 是一个未定元。考虑环R =Q +X3Q[X]及理想I= (X3,X4,X5),并令Ii=

I。则是强泛G-投射模,但不是强G-投射模。
证明 考虑以下正合列:

→0 I⊕I →
α

R ⊕R ⊕R →
β

→I 0, (5)
其中α(i1,i2)= (-i1X-i2X2,i1,i2);β(r1,r2,r3)=r1X3+r2X4+r3X5。

易知,有下列关系:Im(α)⊆Ker(β),下证Ker(β)⊆Im(α)。
设β(r1,r2,r3)=0,则r1X3+r2X4+r3X5=0,即:r1=-r2X-r3X2。于是(r1,r2,r3)= (-r2X-r3X2,

r2,r3)。由r1=-r2X-r3X2∈R 可知r2,r3 的常数项都是0,从而有r2,r3∈I。因此有Ker(β)=(r1,r2,r3)=
(-r2X-r3X2,r2,r3)=α(r2,r3)⊆Im(α),从而有正合列(5)。

设Ri=R, (注意有 ⊕
∞

i=1
I )i (⊕ ⊕

∞

j=1
I )j ≅⊕

∞

i=1
Ii (及 ⊕

∞

i=1
R )i (⊕ ⊕

∞

j=1
R )j (⊕ ⊕

∞

k=1
R )k (≅ ⊕

∞

i=1
R )i ,故把正合列(5)相加,得

到正合列:

0→⊕
∞

i=1
Ii→⊕

∞

i=1
Ri→⊕

∞

i=1
Ii→0。 (6)

故⊕
i
Ii 是强泛G-投射模。

现在证明Ext1R ⊕
i
Ii,( )R ≠0,这就表明⊕

i
Ii 不是强G-投射模。为此需要证明Ext1R(I,R)≠0。

反设Ext1R(I,R)=0。将函子Hom(-,R)作用于(5)式,得到正合列:

0→HomR(I,R)→HomR(R ⊕R ⊕R,R)→HomR(I⊕I,R)→0。 (7)
现定义同态φ:I⊕I→R,使得φ(f,g)=X2(f+g),f,g∈I。于是有φ(X3,0)=X5。由(7)式的正合

性,故存在同态θ:R ⊕R ⊕R→R,使得φ=θα。于是有θα(X3,0)=θ(-X4,X3,0)=φ(X3,0)=X5。
记θ(1,0,0)=a,θ(0,1,0)=b,则有X5=-aX4+bX3。注意a,b∈R=R=Q+X3Q[X],故-aX4+

bX3 的展开式中不会包含X5 项,因此导出矛盾。从而有Ext1R(1,R)≠0。 证毕

现在来讨论强泛G-投射(内射)模是强G-投射(内射)模的条件。
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命题1 设M 是强泛G-投射模,若G-pdRM< ∞,则M 是强G-投射模;设M 是强泛G-内射模,若G-idRM<
∞,则M 是强G-内射模。

证明 设M 是强泛G-投射模,故存在正合列0→M →P→M→0,其中P 是投射模。设G-pdRM =n< ∞,
故有正合列0→M→Pn-1→…→Pi→P0→ M →0,其中Pi=P。因此,M 是强G-投射模。 证毕

同理有:当G-idRM< ∞时,强泛G-内射模M 是强G-内射模。
推论1 设G-gl.dim(R)<∞,则强泛G-投射模是强G-投射模,强泛G-内射模是强G-内射模。
环R 称为Gorenstein环,即指R 是Noether环且idRR<∞。环R 称为n-Gorenstein环,是指R 是Noether

环且idRR ≤n,n为非负整数。特别地,QF环就是0-Gorenstein环。文献[3]证明了对 Gorenstein环,有 G-
gl.dim(R)=idRR<∞。文献[5]证明了若R 是n-Gorenstein环,则泛G-投射模是G-投射模。由命题1可得到

如下推论。
推论2 设R 是n-Gorenstein环,则每个泛G-投射(内射)模是G-投射(内射)模,每个强泛G-投射(内射)模

是强 G-投射(内射)模。
命题2 若每个投射模有有限的内射维数,则强泛G-投射模是强G-投射模;若每个内射模有有限的投射维

数,则强泛G-内射模是强G-内射模。
证明 设M 是强泛G-投射模。由于每个投射模有有限的内射维数,故由文献[5]的命题2.6知 M 是G-投

射模。又M 是强 G-投射模,故M 是强G-投射模。
同理有:若每个内射模有有限的投射维数,则强泛G-内射模是强G-内射模。 证毕

Holm在文献[7]的命题2.27中证明了G-投射模M 是投射模当且仅当M 有有限的投射维数。Bennis等人

在文献[4]的推论2.11中证明了强G-投射模M 是平坦模当且仅当M 有有限的平坦维数。对强泛G-投射模,有
如下结果。

定理1 设M 是强泛G-投射模,则M 是投射模当且仅当M 有有限的平坦维数。
证明 充分性。设 M 是泛 G-投射模,且fdRM =n<∞。故存在正合列0→M→Pn-1→…→Pi→P0→

M→0,其中Pi=P 是投射模,故M 是平坦模。注意有正合列:0→M →P → M →0,故由文献[10]中的定理2.5
知,M 是投射模。

必要性显然成立。 证毕

推论3 若每个R-模有有限的平坦维数,则每个强泛G-投射模是投射模。
环R 称为强G-半单环,是指所有的R-模都是强G-投射模[8]。文献[5]的定理2.8证明了R 是QF环当且仅

当每个R-模是泛G-投射(泛G-内射)模。下面用强泛G-投射模和强泛G-内射模刻画强G-半单环。
定理2 设R 是一个环,以下陈述等价:1)R 是强G-半单环;2)每个R-模是强泛G-投射;3)每个R-模是强

泛G-内射。
证明 1)⇒2)。R 是强G-半单环,则每个R-模是强G-投射,自然也是强泛G-投射。

2)⇒3)。先证明R 是QF环。设I是内射模,由假设知I是强泛G-投射模,故存在正合列0→I→Q→I→0,
其中Q 是投射模。由于I是内射模,故该正合列分裂,有Q≅I⊕I,故I又是投射模。因此,R 是QF环。

现设M 是任何R-模。由假设,M 是强泛G-投射,即存在正合列0→M→P→M→0,其中P 是投射模。由刚

才所证,P 是内射模。因此,M 是强泛G-内射模。

3)⇒1)。设M 是R-模。由假设知M 是强泛G-内射模,由于强泛G-内射模是泛G-内射模,由文献[5]中定

理2.8知,R 是QF环。由推论2知,M 是强G-内射模,故R 是强G-半单环。 证毕

3强泛G-平坦模

定义2 模M 称为强泛G-平坦模,是指存在平坦模的正合列

F=… →
f

F →
f

F →
f

F →
f … (8)

使得M =ker(f)。
注2 以下事实是显然的:

1)由定义2及平坦模的性质,强泛G-平坦模关于直和封闭。
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2)M 是强泛G-平坦模,当且仅当存在一个短正合列0→ M→F→M→0,其中F 是平坦模。

3)由定义2有包含关系:{平坦模}⊆{强G-平坦模}⊆{强泛G-平坦模}⊆{泛G-平坦模}。

4)设M 是R-模,则M 是泛G-平坦模当且仅当它是强泛G-平坦模的直和加项。
容易看到,强G-平坦模是强泛G-平坦模,反之则不一定成立。高增辉在文献[5]的定理3.6中证明了若每

个内射模有有限的平坦维数,则泛G-平坦模是G-平坦模。下面讨论强泛G-平坦模是强G-平坦模的条件。
命题3 设M 是强泛G-平坦模。若G-fdRM<∞,则M 是强G-平坦模。
证明 设M 是强泛G-平坦模,故存在正合列0→M→F→M→0,其中F 是平坦模。设G-fdRM =n<∞,故

有正合列0→M→Fn-1→…→F1→F0→M→0,其中Fi=F。因此,M 是强G-平坦模。 证毕

推论4 若w.G-gl.dim(R)<∞,则强泛G-平坦模是强G-平坦模。
环R 称为n-FC环,是指R 是凝聚环且R 的FP-内射维数至多为n(FP-idRR ≤n)。特别地,当n=0时,R

称为FC环。文献[11]证明了若R 是n-FC环,则w.G-gl.dim(R)≤n。故由命题3有以下推论。
推论5 若R 是n-FC环,则强泛G-平坦模是强G-平坦模。
命题4 若每个内射模有有限的平坦维数,则强泛G-平坦模是强G-平坦模。
证明 设M 是强泛G-平坦模,故存在正合列(8)。由于每个内射模I有有限的平坦维数,不妨设为n。故

有:TorR
n+1(M,I)=TorR

1(M,I)=0。因而M 是G-平坦模,又M 是强泛G-平坦模,故M 是强G-平坦模。 证毕

由文献[4]中的命题3.9知,模M 是有限生成的强G-投射模,当且仅当M 是有限表现的强G-平坦模。对有

限生成的强泛G-平坦模M 有如下命题。
命题5 M 是有限生成的强泛G-投射模当且仅当M 是有限表现的强泛G-平坦模。
证明 充分性。设M 是有限表现的强泛G-平坦模。则存在正合列0→ M→F→ M→0,其中F 是平坦模。

由于M 是有限表现的,故F 也是有限表现的。因此,F 是投射模,故M 是强泛G-投射模。
必要性显然成立。 证毕

以下定理讨论强泛G-投射模、强泛G-内射模和强泛G-平坦模与强G-投射模、强G-内射模和强G-平坦模之

间的关系。
定理3 1)设M 是强泛G-投射模,若每个内射模有有限的平坦维数,则M 是强G-平坦模。

2)设M 是强泛G-平坦模,若每个内射模有有限的投射维数,则M十 是强G-内射模。

3)设M 是有限表现的强泛G-平坦模,若每个投射模有有限的内射维数,则M 是强G-投射模。

证明 1)设M 是强泛 G-投射模,故存在投射模的正合列P=… →
f

P →
f

P →
f

P →
f …使得 M =

ker(f)。容易看到,M 是强泛G-平坦模。由假设,每个内射的R-模有有限的平坦维数,再由文献[5]中定理3.6
知M 是强G-平坦模。

2)设M 是强泛G-平坦模,则存在平坦模的正合列F=… →
f

F →
f

F →
f

F →
f …使得 M =ker(f)。故

有正合列F+=…
f
→
′
F+ f

→
′
F+ f

→
′
F+ f

→
′ …使得M十=ker(f′),其中F十 是内射模。因此,M十 是强泛G-内

射。由命题2.7,M十 是强G-内射模。

3)设M 是有限表现的强泛G-平坦模,由命题5,M 是强泛G-投射模。由命题2,M 是强G-投射模。文献

[13]中定理2.4证明了若R 是凝聚环,则M 是强G-平坦模当且仅当M+是强G-内射模。由于强G-平坦模是强

泛G-平坦模,对强泛G-平坦模有如下命题。 证毕

命题6 若 R 是 凝 聚 环,则 M 是 强 泛 G-平 坦 模 当 且 仅 当 M十 是 强 泛 G-内 射 模,其 中 M十 =
HomZ(M,Q/Z)。

证明参见文献[13]中的定理2.4。
环R 称为强G-VonNeumann正则环,是指所有的R-模都是强G-平坦模[9]。高增辉在文献[5]的推论3.9

中证明了R 是FC环,当且仅当每个R-模是泛G-平坦模。以下用强泛G-平坦模刻画强G-VonNeumann正则环。
定理4 R 是强G-VonNeumann正则环当且仅当每个R-模是强泛G-平坦模。
证明 充分性。设I是内射模,由假设I是强泛G-平坦模。故存在正合列0→I→F→I→0,其中F 是平

坦模。由于I是内射模,正合列分裂,故I是平坦模。因此,R 是IF环。由于IF环是FC环,故R 是强G-Von-
Neumann正则环。
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必要性。设R 是强G-VonNeumann正则环,则每个R-模是强G-平坦模,自然也是强泛G-平坦模。 证毕

环R 称为(强)G-遗传环,是指投射模的子模是(强)G-投射模;环R 称为(强)G-半遗传环,是指R 是凝聚环,
且平坦模的子模是(强)G-平坦模。由文献[14]知,(强)G-遗传环是(强)G-半遗传环;反之,若R 是Noether环,
则(强)G-半遗传环是(强)G-遗传环。下面对强G-遗传环给出一个新的刻画。

定理5 设R 是n-Gorenstein环。若对每个R-模M,存在正合列0→ M→Q→ M→0,其中fdRQ ≤1,则R
是强G-遗传环。

证明 由于R 是Noether环,故只需证明R 是强G-半遗传环。设 M 是平坦模F 的子模,故存在正合列

0→ M→F→F/M→0,其中F 是平坦模。由题设有:正合列0→F/M→Q→F/M→0,其中fdRQ ≤1。故又

有正合列0→ (F/M)十→F十→ M十→0,其中F十 是内射模,以及正合列0→ (F/M)十→Q十→ (F/M)十→0,
其中idRQ+≤1。因而存在以下正合列的交换图(图1)。

图1 正合列的交换图

Fig.1 Complementgraph

由于R 是Noether环,故F+⊕F+也是内射模。由于idRQ十≤1,Q′十 是内射模,故 M十 是强泛G-内射模。
由于R 是n-Gorenstein环,由推论2知,M十 是强G-内射模。再由文献[13]中的定理2.4知,M 是强G-平坦模,
故R 是强G-半遗传环。 证毕
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