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利用Petri网模型的求解因果图最小割集的算法
*

邹 敏,王洪春

(重庆师范大学 数学科学学院,重庆401331)

摘要:【目的】为快速有效地求得因果图的最小割集。【方法】将因果图转换为Petri网模型,利用Petri网的特点提出一种

新的求解因果图最小割集的算法,该算法省略了求因果图节点事件的一阶割集和最终割集这两步,大大减少了因果图用

于故障诊断的时间。【结果】以实例说明了这一求解过程,并验证了算法的有效性。【结论】利用上述算法能够快速有效地

求得最小割集,从而可对系统进行定性分析。
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因果图理论是1994年张勤教授提出的一种基于概率论的知识表达和逻辑推理方法[1],它可以用于对复杂

系统的故障诊断,兼顾了定量分析与定性分析的特点[2-3]。其中,定量分析是指通过求解基本事件的后验概率确

定最有可能导致该系统发生故障的原因,从而采取相应措施;而定性分析是指通过对求解因果图最小割集确定

导致该系统发生故障的原因或者原因集,从而进行故障诊断[4]。要对系统进行定性分析,需要求系统的最小割

集。虽然近些年来因果图理论得到了进一步发展,但是对于因果图最小割集的求解方法却十分缺乏。到目前为

止,求解因果图最小割集的方法主要分为两种。一种是基于最终割集求最小割集的常规方法,但要用这种方法

求复杂系统的最小割集,需要先求得最终割集,而最终割集的求解是十分复杂的。因此对于复杂系统的最小割

集求解,一般不采取此方法。另一种方法是基于因果图基本事件矩[5]的方法,该方法是构造一个关于因果图基

本事件的矩阵,通过对矩阵的列做交运算得到最小割集。但是这种方法只能用于没有逻辑门交互的因果图,对
于其他情况不能满足。在此情况下,笔者提出一种利用Petri网模型的求解因果图最小割集的新算法,该算法是

根据Petri网能通过令牌的流动反应系统的状态变化和导致这种变化的因果关系这一特点以及Petri网的相关

性质得出来的。笔者还利用该算法解决了某电站内的高压安全注射系统这一实际问题,求解出的最小割集与文

献[6]的结果相同,说明了该算法的有效性。

1因果图与Petri网

1.1因果图的相关知识表达

因果图是一种基于概率论的知识表达方式。它的计算过程可分为4步[7]:1)求各节点事件的一阶割集表达

式;2)求各节点事件的最终割集表达式;3)求各节点事件的不交化割集表达式;4)求感兴趣事件的后验概率。
现将因果图理论的相关知识定义如下。
定义1 在因果图中,把一组以逻辑与为关系组合在一起的事件称为割集(CS)。各割集间是逻辑或的关

系[8]。
定义2 在因果图中,如果节点事件的割集仅由相邻的事件(包括基本事件和节点事件)和连接事件构成,那

么把这样的割集称为一阶割集(CSs-1)[9]。
定义3 在因果图中,若节点事件的割集仅由基本事件和连接事件构成,那么把这样的割集称为最终割集
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(CSs-f)。
定义4 在最终割集中,如果任意去掉一个基本事件后,就不再是割集,那么把这样的最终割集称为最小割

集(MCS)[10]。
因果图的一种经典因果图模型表达如图1。其中,Xi(i=1,2,3,4)表示中间事件,Bi(i=5,6,7,8)表示基本

事件,Pij(i,j=1,2,3,4,i≠j)表示连接事件。

1.2Petri网的相关知识表达

Petri网是一种由库所(Position)、变迁(Transition)、有向弧(Arc)和令牌(Token)组成的有向网[11]。它的图

形表达方法形象、直观,可以表达故障的动态传递过程[12]。
定义5 三元组N=(S,T;F)称为有向网(Directednet,简称网(Net))的充分必要条件是[13]:1)S∩T=

∅;2)S∪T≠∅;3)F⊆S×T∪T×S(“×”为笛卡儿积);4)dom(F)∪cod(F)=S∪T,其中dom(F)={x|
∃y:(x,y)∈F},cod(F)={y|∃x:(x,y)∈F};它们分别为F 的定义域和值域。

定义5中S 和T 分别称为N 的库所(Position)集和变迁(Transition)集,F 为流关系(Flowrelation)。

S∪T称为N 的元素集。
定义6 若有(p,t)∈F,则称p 为变迁t的输入库所;若有(t,p)∈F,则p 称为变迁t的输出库所。若有

′p={t∈T|(t,p)∈F}和p′={t∈T|(p,t)∈F},则称′p 和p′分别为p 的前集和后集。
一个简单的Petri网模型如图2所示,其中:Pi(i=1,2,3,4)表示库所,用“○”表示。ti(i=1,2,3,4)表示变

迁,用“|”表示。“●”表示令牌;有令牌时,表示逻辑“1”;没令牌时,表逻辑“0”。在此特别说明的是,由于本研究

主要关注最小割集的求解,故只考虑故障信息为0,1的情况,对其他概率信息不予考虑。如果库所中没有黑点,
说明它没有发生故障。“→”表示库所之间的关系。

图1 经典因果图模型

Fig.1 Classiccauseandeffectdiagrammodel
图2 一种简单的Petri网模型

Fig.2 Asimplepetrinetmodel

如果用Petri网来对系统进行故障诊断,则将故障作为目标库所,故障源作为基本库所,构建一个Petri网。

Petri网既有静态性又有动态性。它的静态性体现在库所,它的动态性体现在变迁。当变迁使能时,即当变迁的

每一个输入库所都含有令牌时,令牌将传递到下一个库所。从Petri网的这种动态性可知,如果目标库所出现令

牌,那么该系统将发生故障;否则,该系统不发生故障。因此,可以通过令牌的传播情况表示故障信息的传播关

系。从而要求因果图的最小割集,可以将因果图的基本关系转换成Petri网模型,再基于Petri网求取最小割集。

1.3因果图向Petri网的转换步骤

因果图的逻辑门向Petri网模型的逻辑门转换如图3所示。这是因为从文献[14]可知,任一个因果图都可

以转化成一个只包含逻辑或门和逻辑与门的标准化因果图。因此任何一个因果图的逻辑关系都可以只用或门

和与门表示。根据因果图与Petri网的符号对应,可将因果图转换成Petri网模型,具体步骤如下。

图3 因果图中或门和与门在Petri网中的表示

Fig.3 ThecausalitydiagramoftheORgateandtheANDgateinthePetrinet
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步骤1:对因果图中的每一个基本事件和中间事件,在Petri网中建立相应的基本库所和中间库所,并保持跟

因果图中节点事件的位置不变,对它赋予相同的序号。
步骤2:对因果图当中节点事件之间的有向弧,在Petri网中同样用有向弧表示。
步骤3:对因果图中的每一个逻辑符号,根据图3,在Petri网中建立相应的逻辑符号;若因果图中有两个节

点之间没有逻辑符号,则在Petri网中各库所之间加“|”表示变迁。
如果因果图里面含有有向环,则利用解环规则解环,解环后再根据上面的步骤转换为Petri网。解环规

则[15]:当出现因果环路时,在重复的结点处将环截断,而把它以下的割集表达式视为空集。

1.4基本库所的运算法则

为了方便求解因果图的最小割集,现定义如下的基本库所运算法则。
定义7 设Pi(i=1,2,3,4)是Petri网模型中的4个基本库所,则:

P1→P2=P2→P1={P1,P2}; (1)

P1

P{ 2
→P3=P3→

P1

P{ 2
=
{P1,P3}
{P2,P3

{ }
; (2)

P1

P{ 2
→

P3

P{ 4
=

P3

P{ 4
→

P1

P{ 2
=

{P1,P3}
{P1,P4}
{P2,P3}
{P2,P4

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï }

。 (3)

根据上面的定义,可以得到如下的定理。
定理1 设Pi(i=1,2,…,m1),Qi(i=1,2,…,m2),Zi(i=1,2,…,mn)是Petri网中的基本库所,则:

P1→P2→…→Pm1={P1,P2,…,Pm1
}; (4)

P1

P{ 2
→P3→P4→…→Pm1=

{P1,P3,P4,…,Pm1
}

{P2,P3,P4,…,Pm1
{ }

; (5)

P1

P2

︙

Pm

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

1

→

Q1

Q2

︙

Qm

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

2

→…→

Z1
Z2
︙

Zm

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

n

=

{P1,Q1,…,Z1}
{P1,Q1,…,Zmn

}

︙
{Pm1

,Qm2
,…,Zmn

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï }

。 (6)

证明 关于(4)式,根据定义7,有

P1→P2→…→Pm1={P1,P2}→P3…→Pm1={P1,P2,P3}→…→Pm1=…={P1,P2,…,Pm1
}。

关于(5)式,根据定义7和定理1的已知条件,有

P1

P{ 2
→P3→P4→…→Pm1=

P1

P2
{ → {P3,P4,…,Pm1

}=
{P1,P3,P4,…,Pm1

}

{P2,P3,P4,…,Pm1
{ }

。

关于(6)式,根据定义7,有

P1

P2

︙

Pm

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

1

→

Q1

Q2

︙

Qm

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

2

→…→

Z1
Z2
︙

Zm

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

n

=

{P1,Q1}
︙

{Pm1
,Qm2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï }

→…→

Z1
Z2
︙

Zm

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

n

=…=

{P1,Q1,…,Z1}
︙

{P1,Q1,…,Zmn
}

︙
{Pm1

,Qm2
,…,Zmn

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï }

。 证毕

由定义7知,基本库所作运算的结果个数为m×n,其中m,n分别为“→”前、后的“{”的行数。需要特别说明

的是,当 “{”只有1行时,常常把“{”省去。比如:(1)式的结果个数为1×1=1,(2)式的结果个数为2×1=2,(3)
式的结果个数为2×2=4。同理,定理1中的每一个公式的结果个数分别为1×1×…

췍 췍췍——— ———
×1

m1个

=1,2×1×…
췍 췍췍——— ———

×1
m1-2个

=2,

m1×m2×…×mn=m1m2…mn。
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在用因果图进行故障诊断的过程中,有时会遇到求有重复事件因果图的最小割集。为了方便求有重复事件

的因果图最小割集,给出如下定理。

定理2 设P1,P2,P3 是3个基本库所,设P2 为重复事件,则 p1
p{ 2
→

p2
p{ 3
=
{p1,p3}
{p2{ }

。

证明 由定义7得
p1
p{ 2
→

p2
p{ 3
=

{p1,p2}
{p1,p3}
{p2,p2}
{p2,p3

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï }

。

因为P1 与 P2,P2 与 P3 是逻辑或的关系,而 P2 与 P2 既是逻辑或的关系又是逻辑与的关系,所以

{p1,p2}=∅,{p2,p3}=∅且{p2,p2}={p2}。因此
p1
p{ 2
→

p2
p{ 3
=
{p1,p3}
{p2{ }

。 证毕

2基于Petri网求解因果图最小割集的算法

根据以上对Petri网的分析,求解因果图最小割集的具体步骤如下。
步骤1:根据相关统计资料,分析导致事故发生的关键要素,画出因果图。
步骤2:将因果图转换成Petri网模型。
步骤3:从目标库所起,逐层向下,从左到右对每一个库所进行遍历。1)若库所前集非空,即在这个库所中

有输入,则在“{”里从上到下依次记下前集里每个变迁的输入库所序号,即每一个变迁的输入库所各占1行;若
前集里只有1个变迁,可省略“{”不写。对于前集里变迁的输入库所:若输入库所为多个,那么从左到右依次记

下这几个库所的序号,并用“→”隔开;若输入库所为单个,那么直接记下这个库所的序号。这样就可以构造出一

个关于库所的体系。2)若库所的前集为空,即这个库所没有输入,则保持它的序号在体系中的位置不变。
步骤4:如果体系中有中间库所,则转步骤3;否则,转步骤5。
步骤5:当体系中的中间库所都被替换成基本库所之后,根据定义7、定理1和定理2整理体系。此时,将体

系的每一行加上“{}”就成为一个最小割集。需要说明的是,为了保持结构上的一致,本研究规定{{}}={}。

3实例分析

以某电站内的高压安全注射系统为例[16],应用该算法求解因果图的最小割集。该系统的因果图模型如图4
所示,Petri网模型如图5所示。具体算法步骤如下。

步骤1,步骤2均已完成。
步骤3:从目标库所T 开始进行遍历。此时目标库所T 的前集非空,即T 有输入,则在“{”里从上到下记下

前集里变迁的输入库所序号,即每一个变迁得输入库所各占“{”里的1行,记为
X1

X{ 2

。

步骤4:根据前面的步骤构造出了一个关于库所的体系,但因为体系中含有中间库所,所以转至步骤3。对

中间库所X1 来说,它的前集非空,且前集里只有一个多输入库所的变迁,则将它的输入库所序号记X3→X4→

X5。对中间库所X2 来说,它的前集非空,则将它的输入库所序号记为
X6

X{ 7

。此时体系变成

X3→X4→X5

X6

X

ì

î

í

ï
ï

ïï
7

。

但体系中仍然有中间库所,故一直用步骤3,直至将所有中间库所都换成基本库所。具体的转换过程如图6
所示。

步骤5:此时构成了一个关于基本库所的体系,由基本库所的运算法则知,因果图的最小割集有85(2×2×2
+6×2+1+4×4×2×2=85)个。其中2阶和3阶的结果分别为{B7,B8},{B8,B23},{B8,B24},{B8,B25},{B8,

B16}和{B1,B3,B5}{B1,B3,B6},{B1,B4,B5},{B2,B3,B5},{B2,B3,B6},{B2,B4,B5},{B2,B4,B6},{B7,B12,

B13},{B8,B14,B15},{B12,B13,B23},{B12,B13,B24},{B12,B13,B25},{B12,B13,B16},{B9,B10,B11}。
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图4 系统的因果图模型

Fig.4 Systemcausalitymodel

图5 因果图对应的Petri网

Fig.5 CorrespondencePetrinet
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X1

X{ 2
⇒

X3→X4→X5

X6

X{{
7

⇒

B1

B{ 2
→

B3

B{ 4
→

B5

B{ 6

X8→X9

X10

X{{

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

11

⇒

B1

B{ 2
→

B3

B{ 4
→

B5

B{ 6

B7

X{ 12
→

B8

X{ 13

B9→B10→B11

X14→X{

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

15

⇒

B1

B{ 2
→

B3

B{ 4
→

B5

B{ 6

B7

X16

X{{
17

→
B8

B12→B{
13

B9→B10→B11

X18→X19→X20→X

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

21

⇒

B1

B{ 2
→

B3

B{ 4
→

B5

B{ 6

B7

B14→B15

X22

X23

B
{

16

→
B8

B12→B{

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 13

B9→B10→B11

B17

X{ 24
→

B18

X{ 25
→

B19

B{ 20
→

B21

B{

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

22

⇒

B1

B{ 2
→

B3

B{ 4
→

B5

B{ 6

B7

B14→B15

B23

B{ 24

B25

B16

→
B8

B12→B{

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

13

B9→B10→B11

B17

B26

X{{
26

→

B18

B27

X{{
27

→
B19

B{ 20
→

B21

B{

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï 22

图6 体系的具体转换过程

Fig.6 Thespecificconversionprocessofthesystem

根据此算法求出来的最小割集与文献[16]相同,因此此算法是有效的。

4结束语

本研究以Petri网作为工具,将因果图的节点事件转换成Petri网的库所,将因果图的逻辑关系转换成Petri
网的逻辑关系,实现了因果图向Petri网形式上的转化。再利用Petri网既有静态性又有动态性这一特点,构造

了一个求解因果图最小割集的新算法。该算法省略了求因果图节点事件的一阶割集和最终割集这两步,大大减

少了用因果图进行故障诊断的时间,提供了一种简单有效的方法。然而,本研究只讨论了对于单原因故障的因

果图最小割集求解,对于多故障原因的情形,这种算法不一定满足。
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Abstract:[Purposes]Inordertoquicklyandefficientlyfindtheminimumcutsetofthecausalitydiagram.[Methods]Anewalgo-
rithmforfindingtheminimumcutsetsofcausalitydiagramispresentedbyusingthecharacteristicsofPetrinets.Thisalgorithmo-
mitsthefirst-orderandthefinalcut-setsofthenodes.Greatlyreducingthecausalitydiagramforfaultdiagnosistime.[Findings]

Anexampleisgiventodemonstratetheeffectivenessofthesolution.[Conclusions]Usingthisalgorithmcanquicklyandefficiently
obtaintheminimalcutsetsandaqualitativeanalysisofsystems.
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