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不对称外磁场下XXZ型相互作用的两量子比特系统的纠缠
*
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摘要:【目的】研究不对称旋转外磁场下两个相互作用的量子比特系统的量子纠缠。【方法】利用数值模拟,得到不对称旋

转外磁场下两个相互作用的量子比特系统的4个本征态。为了刻画系统的纠缠,计算了各个本征态的concurrence。【结
果】外加旋转磁场的极角以及相互作用的各向异性参数都会对4个本征态的纠缠产生影响。当各向异性参数Δ由0开始

增大时,系统的哈密顿量由一种极限下含外场的XX模型经过Δ=1时的海森堡模型逐渐演化为另外一种极限下的Ising
模型。【结论】相互作用和外部磁场之间的竞争决定了系统纠缠的演化。通过对系统纠缠的研究,可以对系统在参数的不

同区间范围内模型的转化以及本征态的性质有更进一步的认识。
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量子信息学[1-4]是量子力学[5]与经典信息科学[6]相融合的新兴交叉学科,是以量子力学的态叠加原理为基

础,研究信息处理的一门新兴前沿科学。比特是经典计算和经典信息的基本概念,量子信息学中最基本的单元

是量子比特[7-8],这是一个二能级态的量子系统。由量子力学中态矢量的性质可知,量子比特除了可以处于两个

可能的状态 0>和 1>以外,还可以处于它们的叠加态 Ψ>=α0>+β1>,其中α和β是复数,满足 α 2+ β 2=
1。目前可能的量子比特的物理实现模型包括自然原子(如中性原子和离子等)和人造原子(如超导线路和半导

体中的自旋等)。对一个由两个量子比特组成的复合系统,如果系统的纯态波函数不能写成两个子系统纯态的直

积,即 ΨAB>≠ Ψ>A⊗ Ψ>B,则称对应的量子态为纠缠态,反之则称为乘积态。对于处于纠缠态的两个子系统之一

进行测量,虽然并没有对另一个子系统产生直接的相互作用,但是由于被测系统包含了另一个子系统的信息,测量

可以在瞬间改变另一子系统的状态,即:两个子系统之间存在一种超空间的、非定域的关联,此类关联塌缩是纠缠态

存在的标志。只要量子态中存在某种方式的量子纠缠,那么就一定存在概率上完全或部分的关联塌缩。
量子纠缠[9]是一种纯粹的量子力学效应,这一概念早在1935年就被提出了,随着量子信息理论的发展,这

一概念的重要性才突显出来。伴随着量子信息科学的发展,量子纠缠不仅在量子理论上有重要的意义,而且已

经成为量子信息处理过程中的不可或缺的物理资源。正是因为有了量子纠缠,才能实现用经典资源无法实现的

任务。其中代表性的应用包括基于态的量子密码[10-12]和量子隐形传态[14-15]等。现在量子纠缠也已经应用到了

对多体系统的量子相变的刻画中[16-19]。
量子比特之间可以通过交互相互作用和外加场来产生纠缠。迄今为止,对于旋转外场作用下的XXZ型海

森堡相互作用的两量子比特系统的纠缠的研究都是在对称外场的条件下进行[20]。对于非对称的情况,由于不能

直接得到系统本征态的解析解,纠缠的研究变得更加复杂。本文主要通过数值模拟的方法来研究在不对称外磁

场下XXZ型海森堡相互作用的两量子比特系统的本征态的演化,给出了系统本征态的纠缠随相互作用的各向

异性参数的变化情况。对纠缠的研究可以更透彻地了解量子系统的性质,以便进一步应用于实际的量子操作。

1量子纠缠的度量

系统纠缠的度量有许多不同的方法,包括vonNeumann熵[21-22]、生成纠缠[23-24]、负值度(Negativity)[25-26]和
相对熵[27]等。1997年,Scott与 William提出用concurrence来度量两量子比特系统的纠缠[28-29]。对于由波函数
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Ψ 描述的纯态系统,concurrence定义为:
C= <Ψ 췍Ψ>。

其中自旋翻转态췍Ψ 定义为:
췍Ψ>=σy⊗σy Ψ*>,

此处σy 为泡利矩阵。如果系统处于叠加态

Ψ>=c0 00>+c1 01>+c2 10>+c3 11>,
其中ci 为相应的叠加系数,concurrence可以有更简洁地表达为C=2c0c3-c1c2 。
Concurrence的取值范围为0到1。当C=0时表示没有纠缠,即对应的量子态为乘积态;当C=1时,对应的

量子态为最大纠缠态,例如贝尔态即为最大纠缠态;当0<C<1时,量子态为部分纠缠态。目前,concurrence已

经广泛用于两体系统纠缠的研究中,而对于多体系统,也可以通过计算concurrence来获得系统的纠缠[30]。本文

也通过计算concurrence来研究两量子比特系统的纠缠。

2模型

选择由两个量子比特S1 和S2 组成的复合系统,两个量子比特之间的相互作用处于XXZ型相互作用。分别

使两个量子比特处于含时外加旋转磁场췍B1(t)和췍B2(t)中,则系统的哈密顿量可以由赝自旋语言描述为:

H=췍S1·췍B1(t)+췍S2·췍B2(t)+J(Sx
1Sx

1+Sy
1Sy

2+ΔSz
1Sz

2)。
其中J为相互作用常数,Δ为量子比特之间的相互作用的各向异性参数。取缓慢旋转的不对称外磁场分别为
췍B1(t)=B̂n(t),췍B2(t)=2B̂n(t),̂n(t)=(sinθcosφ(t),sinθsinφ(t),cosθ),θ为旋转外场的极角。若旋转外场的圆频

率为常数ω,则有φ(t)=ωt。在外场旋转一个周期τ的过程中,φ缓慢地由φ(0)=0变为φ(τ)=2π。注意,当极

角θ=0,π时,外加旋转场约化为一个沿z方向的静场,此时模型描述的是一个哈密顿量不含时的系统。
哈密顿量的矩阵形式可以写成:
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通过对哈密顿量进行研究可以发现,随着各向异性参数Δ 由0增大到无穷大,系统的哈密顿量由一种极限

下的含外场的XX模型经过中间的Δ=1时的海森堡模型渐演化为另外一种极限下的Ising模型。

3数值模拟

通过系统哈密顿量本征方程的求解可以发现,系统哈密顿量有4个本征态 Ψn>(n∈{1,2,3,4}),通过应用

前边给出的concurrence的计算式可以分别算出其对应的纠缠Cn(n∈{1,2,3,4})。对于不对称外场中的两量子

比特系统,concurrence的解析表达式不容易得出,因此可以通过 Mathematica软件来进行数值模拟。事实上,由
于系统处于旋转外场中,而外场对本征态的影响主要是加入了一个相因子,因此系统本征态的纠缠并不会随着

时间发生变化。在本文的后续讨论中,都令J作为能量单位,外场强度B=J,且主要讨论各向异性参数Δ 以及

旋转外场的极角θ对系统本征态concurrence的影响。
3.1不同极角θ对应的concurrence随各向异性参数Δ的改变

首先考虑当外加磁场的极角处于不同位置时系统哈密顿量的本征态 Ψn>(n∈{1,2,3,4})的concurrence随各

向异性参数Δ的变化。当极角取值分别θ=0.01π,0.2π,0.4π,0.5π时,Cn(n∈{1,2,3,4})的变化曲线如图1所示。
由图1a可知:当θ=0.01π时,随着Δ的增大,C1 的值先保持0不变(本征态对应为乘积态),后在Δ≈0.3处

迅速增大到最大值Cm1(约为0.89),处于部分纠缠态;C2 的值先保持Cm1不变,后在Δ≈0.3处迅速减小到0后

保持不变,得到乘积态,当Δ继续增大到Δ≈2.2附近时,C2 的值再一次迅速增大到Cm1后保持不变;C3 的值先

保持Cm1不变,后在Δ≈2.2附近迅速减小到0后保持不变;C4 的值始终保持0不变,即不管各向异性参数怎么

改变本征态始终为乘积态。在整个参数区间中一共有两个concurrence转变的点,这是由于随着Δ的增大,磁场

强度B0 和相互作用J以及Δ 共同影响了系统的本征态。特别地,随着θ的值趋于0,外加旋转场约化为一个沿

着z方向的静场,模型描述的H 不含时的情形。此时各个本征态的纠缠就不随时间改变,分别为C1=C4=0,
C2=C3=Cm,对应本征态始终为乘积态或者部分纠缠态。
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由图1a还可以看出,4个本征态的concurrence之间还满足以下关系:在Δ≈0.4附近,C1=C2;当Δ=1时,

C1=C3≈0.89,C2=C4=0;而在Δ≈2.6附近,C2=C3。
由图1b可知:当θ=0.2π时,随着Δ的增大,C1 的值单调增大,Δ越大,增大得越缓慢,最终饱和在一个最大

值Cm2(约为0.93);C2 的值先减小,在Δ=1处减小到0(得到乘积态)后缓慢增大,最终也可达到Cm2;C3 的值先

增大后减小,最终逐渐达到0,得到乘积态;而C4 的值先减小,在Δ=1处减小到0(得到乘积态)后缓慢增大,再
十分缓慢地减小到0。因此,在Δ→0情况下的纠缠对应的值与系统参数有关系;而当Δ→∞,系统的本征态总会

演化到部分纠缠态(C1=C2≈0.93)和乘积态(C3=C4=0)。
由图1b还可以看出,4个本征态的concurrence之间还满足以下关系:在Δ≈0.3附近,C1=C2;当Δ=1时,

C1=C3≈0.89,C2=C4=0;而在Δ≈2.8附近,C2=C3。
由图1c可知:当θ=0.4π时,随着Δ的增大,C1 的值单调增大,Δ越大,增大得越缓慢,最终饱和在一个最大

值Cm3(约为0.99);C2 的值先减小,在Δ=1处减小到0(得到乘积态)后缓慢增大,最终也可达到Cm3;C3 的值先

增大后减小,最终逐渐达到0,得到乘积态;C4 的值先减小,在Δ=1处减小到0(得到乘积态)后缓慢增大一些再

十分缓慢地减小到0。在Δ→0情况下的纠缠对应的值与系统参数有关系,而Δ→∞,系统的本征态总会演化到

部分纠缠态(C1=C2≈0.99)和乘积态(C3=C4=0)。
由图1c还可以看出,4个本征态的concurrence之间还满足以下关系:与θ=0.2π相比,在Δ≈0附近,C1 与

C2 的交叉点消失;而在Δ=1处,仍有C1=C3≈0.89,C2=C4=0;在Δ≈3.6附近,C2=C3。
由图1d可知:当θ=0.5π时,无论各向异性参数Δ怎么变化,始终有C1=C3,C2=C4,即对应的两个本征态

的纠缠相等。随着Δ由0开始增大,C1 与C3 的值都逐渐增大,并最终趋于1,得到最大纠缠态;而C2 与C4 的值

相等,都先减小到0,后再迅速增大并达到1,得到最大纠缠态。因此,当外场处于xy平面内时,在Δ→0情况下

的纠缠对应的值与系统参数有关系,而Δ→∞,系统的本征态总会演化到最大纠缠态。特别地,当Δ=1时,仍有

C1=C3≈0.89,C2=C4=0。

   
                a θ=0.01π                      b θ=0.2π

   

                c θ=0.4π                       d θ=0.5π

图1 不同极角下concurrence随各向异性参数Δ的变化曲线

Fig.1 ConcurrenceviatheanisotropicparameterΔfordifferentangleθ
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事实上,这里对极角θ取值从0到π的系统哈密顿量的4个本征态的concurrence随着各向异性参数Δ的变

化曲线都进行了模拟。结果表明:当所选取的两个极角θ关于π
2

对称时,对应系统本征态的concurrence相等,即

Cn(θ)=Cn(π-θ)。
综上可知,当保持极角θ不变时,随着各向异性参数Δ 由0增大到无穷大时,模型本征态的concurrence发

生了很大的改变。这是因为系统由一种极限下的XX模型经过中间Δ=1的海森堡模型而逐渐演化为另外一种

极限的Ising模型。Δ<1的XX模型的4个本征态的concurrence的值随着极角的改变会发生剧烈变化。其中

当θ较小时,存在C1=C2 的点。且交叉点的位置随着θ的增大而减小,并最终当θ增大到一定程度,交叉点消

失。对于Δ=1的海森堡模型,系统本征态的纠缠不会随着极角的变化而改变,始终有C1=C3≈C0,C2=C4=0。
C0 的值仅与两个量子比特上边所有不对称性外场的强度之比有关。对于Δ>1的Ising模型,与XX模型类似,
当θ较小时系统本征态的concurrence存在C3=C4 的点。且交叉点的位置随着θ的增大而增大,并最终当θ增

大到一定程度,交叉点消失。Δ→∞时,系统的本征态始终是自旋单态和三重态,对应的concurrence分别为0和

1,对应乘积态和最大纠缠态。当θ=π2
时,无论各向异性参数Δ怎么变化,始终有C1=C3,C2=C4。而当外场的

极角θ关于π
2

对称时,对应的本征态的concurrence相等,即Cn(θ)=Cn(π-θ)。

3.2不同本征态的concurrence随各向异性参数Δ的改变

通过比较不同极角时对应的concurrence的情况,可以发现各个本征态的concurrence随极角的变化存在一

定的规律。由于系统本征态的concurrence关于θ=π2
对称,此处只考虑θ≤π2

的情况。当极角θ取值为θ=

0.1π,0.2π,0.3π,0.4π,0.5π时,系统哈密顿量的4个本征态 Ψn>(n∈{1,2,3,4})的concurrence分别随着各向

异性参数Δ的变化曲线如图2所示。
对比图2中的4个图可知,当Δ=1即当系统处于海森堡模型时,不管极角如何变化,系统4个本征态的纠

缠都不会改变,始终有C1=C3≈0.89,C2=C4=0。而对于Δ<1的XX模型和Δ>1的Ising模型,4个本征态的

纠缠随极角的改变有各自的规律。
由图2a可知,随着Δ的增大,C1 的值总趋势是逐渐增大到某一个饱和的值而后保持不变,且极角越小越快

达到饱和。Δ<1时,C1 的值随Δ的增大快速增长,增长的剧烈程度与Δ=0时对应的起点有关,这个值随着极角

的增大而增大。当Δ>1时,C1 的值增长缓慢,并逐渐达到一个与极角有关的饱和的值C(θ)。C(θ)随极角的增

大而增大,当θ=0.5π时,C(0.5π)=1得到最大纠缠态。在Δ=1前后,系统本征态的concurrenceC1 随着极角

的变化趋势不同,说明在此前后系统的性质发生了很大的变化。
由图2b可知:随着Δ的增大,C2 的值总趋势是先减小并在Δ=1时达到C2=0后增大最终达到某一个饱和

的值而后保持不变,且极角越小越快达到饱和。Δ<1时,C2 的值随Δ的增大快速减小,增长的剧烈程度与Δ=0
时对应的起点有关,这个值随着极角的增大而减小。当Δ>1时,C2 的值先迅速增大后增长速度变缓,并逐渐达

到一个与极角有关的饱和的值C(θ)。这个饱和值与C1 所得到的结果相等。
由图2c可知:随着Δ的增大,除了θ=0.5π对应的曲线外,C3 的值总趋势是先增大后减小。Δ<1时,C3 的

值随Δ的增大而快速增大,Δ=0时对应的起点的值随着极角的增大有较小的减小。当Δ>1时,C3 的值经过一

个小幅度的短期增大后迅速减小,并最终达到0,得到乘积态。θ越大,得到乘积态的速度越慢。值得注意的是,
当θ=0.5π时,C3 的值总是随Δ的增大而增大。当Δ→∞时C3 的值趋于1,得到最大纠缠态。

由图2d可知:随着Δ的增大,除了θ=0.5π对应的曲线外,C4 的值总趋势是先减小,在Δ=1处都减小到0
后增大,到一定的峰值后再逐渐缓慢地减小到0。Δ<1时,C4 的值随Δ的增大而快速减小,Δ=0时对应的起点

的值随着极角的增大有较小的增大使得减小变得更剧烈。当Δ>1时,C3 的值先快速增大后逐渐减小,并最终

达到0,得到乘积态。θ越大,得到乘积态的速度越慢。注意,当θ=0.5π时,C4 的值在Δ>1的区域是单调增大

的。当Δ→∞时C4 的值趋于1,得到最大纠缠态。
综上可知,随着极角θ的变化,各个本征态的concurrence的变化都有各自的特征。当Δ→0时,即对应XX

模型时,4个本征态的concurrenceCn 都具有确定的非零值,这个值与极角的值有关。而当Δ→∞时,无论极角

如何变化总有C3=C4=0得到乘积态。而C1 和C2 都将趋于同一个饱和的值C(θ),C(θ)随极角的增大而增大。
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                  a Ψ1>                       b Ψ2>

   

                  c Ψ3>                        d Ψ4>

图2 各本征态concurrence随各向异性参数Δ的变化曲线

Fig.1 Concurrenceviapolarangleθforeigenstate Ψ1>,Ψ2>,Ψ3>,Ψ4>respectirely

4结束语

本文对不对称外加旋转磁场作用下的具有XXZ型相互作用两个量子比特组成的复合系统的纠缠进行了研

究。随着外场极角的改变,系统各本征态在各向异性参数的不同区间有各自不同的演化规律。这代表系统在整

个参数空间中发生了本质的变化,即随着各向异性参数的增大,系统从XX模型逐渐演化为海森堡模型并最终演

化成为了Ising模型。
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EntanglementofTwoQubitsSystemwithXXZInteractionintheAsymmetryMagneticFields

CHENAimin1,2,SUYaoheng1

(1.SchoolofScience,Xi’anPolytechnicUniversity,Xi’an710048;

2.DepartmentofAppliedPhysics,Xi’anJiaotongUniversity,Xi’an710049,China)

Abstract:[Purposes]Toinvestigatetheentanglementoftwoqubitssystemintheasymmetryrotatemagneticfields.[Methods]Byu-
singnumericalsimulation,thefoureigenstatesoftwoqubitssystemintheasymmetryrotatemagneticfieldsareobtained.Tomeas-
uretheentanglement,theconcurrenceiscalculated.[Findings]Boththepolarangleoftherotatemagneticfieldandtheanisotropy
parameteroftheinteractionhaveimportantinfluencetotheentanglementfortheeigenstates.Whentheanisotropyparameterisin-
creasedfromzerotoinfinity,theHamiltonianofsystemwillbechangedfromtheXXmodeltotheHeisenbergmodel,andfinallyto
theIsingmodel.[Conclusions]Thecompetitionbetweeninteractionandexternalmagneticfielddeterminestheevolutionofentangle-
ment.Throughthestudyoftheentanglement,thetransitionprocessofthesystemviatheparametercanbeobtainedandphase
transitionfortheeigenstatescanbeunderstoodmoredeeply.
Keywords:qubit;XXZinteraction;entanglement;concurrence
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