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预(拟)不变凸性的一些等价刻画及应用
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摘要:【目的】研究预(拟)不变凸性的一些等价刻画。【方法】将多元实值函数f转化为单变量实值函数φ 来处理预(拟)不

变凸性。【结果】首先,当条件C1 和条件D成立时,f的预(拟)不变凸性等价于φ的(拟)凸性;其次,利用类似的方法获得

了中间点预(拟)不变凸性的等价刻画;最后,给出了这些结论的一些应用。【结论】f的预(拟)不变凸性可以等价转化为φ
的(拟)凸性;然而,ρ-预(拟)不变凸情形却有些不同,即φ的ρ-(拟)凸性是与f的弱ρ-预(拟)不变凸性相对应的。
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广义凸性理论在非线性最优化、多目标决策、工程设计等领域有着广泛的应用,它已成为最优化理论的重要

基础和有用工具。广义凸性中最具代表性的就是不变凸性,它能保持凸性的一些良好性质,如局部极小点是全

局极小点、驻点是极小点等等。因此,对不变凸性的研究已成为广义凸性理论研究中的一个热点内容。

1981年,Hanson[1]首先提出不变凸函数,而后被Craven[2]正式命名。1985年,Kaul和Kaur[3]又引入了伪

不变凸函数和拟不变凸函数。1986年,Ben-Israel和 Mond[4]给出了不变凸函数的一个充分条件:可微的预不变

凸函数就是不变凸函数。但文献[4]并没有给出预不变凸函数这个概念,而是由 Weir和 Mond[5]在1988年正式

引入并使用的。1991年,Pini[6]进一步定义了预拟不变凸函数和预伪不变凸函数。1995年,Mohan和Neogy[7]

引入了条件C,并表明在条件C成立时不变凸函数就是预不变凸函数。于是,对可微函数而言,当条件C成立时

预不变凸函数和不变凸函数是等价的。可见,预不变凸函数与不变凸函数有着密切联系,从而引起了人们对预

不变凸性的极大关注。

Avriel等人[8]曾给出了凹函数和拟凹函数的一种等价条件,将此改述为凸函数与拟凸函数情形如下。
命题1[8] 设S⊆Rn 是非空凸集,f:S→R是一个实值函数,则:

1)f是凸函数⇔∀x,y∈S,F(λ)=f(λx+(1-λ)y)是[0,1]上的凸函数;

2)f是拟凸函数⇔∀x,y∈S,F(λ)=f(λx+(1-λ)y)是[0,1]上的拟凸函数。
借鉴文献[8]的思想方法,赵克全在文献[9-10]中分别给出了预(拟)不变凸函数和r-预不变凸函数的等价条

件(由于本文不研究r-预不变凸性,所以不再罗列r-预不变凸函数的结论),如下所述。
命题2[9-10] 设S⊆Rn 关于η:Rn×Rn→Rn 是不变凸集,f:S→R是一个实值函数。如果η满足条件C,f在

S 上关于η满足条件D,则:

1)f关于η是预不变凸函数⇔∀x,y∈S,F(λ)=f(y+λη(x,y))是[0,1]上的凸函数;

2)f关于η是预拟不变凸函数⇔∀x,y∈S,F(λ)=f(y+λη(x,y))是[0,1]上的拟凸函数。
上面的命题2表明了预(拟)不变凸函数和(拟)凸函数的紧密联系,从另一个角度展现了预(拟)不变凸性的

重要性。同时,由上面的两个命题看出,可以将对多元实值函数f 的预不变凸性的研究转化为对单变量实值函

数F(λ)的凸性来研究,这可以算是研究预(拟)不变凸性的等价刻画的新视角。借用文献[9-10]的思想,唐万

梅[11]获得了强预(拟)不变凸函数和严格预不变凸函数的一些刻画,赵克全等人[12]得到了中间点预拟不变凸函
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数的一些刻画。然而,关于严格和半严格情形的预(拟)不变凸性、中间点预(拟)不变凸性等情形的转化与刻画

还不够完善,所以本文打算继续讨论这些情形。另外,在下面的研究中可以发现已有预(拟)不变凸性的刻画结

论中的条件C其实还可以减弱到条件C1。

1预备知识

本文假设Rn 为n 维欧氏空间,K⊆Rn 是非空子集。设η:Rn×Rn→Rn 是一个给定的向量值映射,R表示全

体实数的集合。
定义1[5] 称K 是关于η的不变凸集,若∀x,y∈K,∀α∈[0,1],有y+αη(x,y)∈K。
定义2 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数,则:

1)若∀x,y∈K,∀α∈[0,1],有f(y+αη(x,y))≤αf(x)+(1-α)f(y),则称f在K 上关于η是预不变凸函

数[13]。

2)若∀x,y∈K:x≠y(或f(x)≠f(y)),∀α∈(0,1),有f(y+αη(x,y))<αf(x)+(1-α)f(y),则称f在K
上关于η是严格预不变(或半严格预不变凸)函数[13]。

3)若∃ρ∈R,∀x,y∈K,∀α∈[0,1],有:

f(y+αη(x,y))≤αf(x)+(1-α)f(y)-ρα(1-α)‖η(x,y)‖2,
则称f在K 上关于η是ρ-预不变凸函数。若ρ>0时,则f就是强预不变凸函数[14];若ρ=0,则f就是预不变凸

函数。

4)若∀x,y∈K,∃ρ∈R,有:

f(y+αη(x,y))≤αf(x)+(1-α)f(y)-ρα(1-α)‖η(x,y)‖2,∀α∈[0,1],
则称f在K 上关于η是弱ρ-预不变凸函数。

在定义2中:1)若将不等式右端的“αf(x)+(1-α)f(y)”更换为“max{f(x),f(y)}”,则称f分别是预拟不

变凸函数[15]、严格预拟不变凸函数或半严格预拟不变凸函数[15]、ρ-预拟不变凸函数(当ρ>0时就是强预拟不变

凸函数[16])和弱ρ-预拟不变凸函数;2)若取η(x,y)=x-y,则称f 分别是凸函数[8]、严格凸函数或半严格凸函

数[8]、ρ-凸函数[17]和弱ρ-凸函数;3)若将不等式右端的“αf(x)+(1-α)f(y)”更换为“max{f(x),f(y)}”,且取

η(x,y)=x-y,则称f分别是拟凸函数[8]、严格拟凸函数或半严格拟凸函数[8]、ρ拟凸函数和弱ρ-拟凸函数。对

于ρ-凸性,本文仅考虑ρ≠0情形。
定义3[7] 称映射η:Rn×Rn→Rn 满足条件C,若∀x,y∈Rn,∀α∈[0,1],有:C1:η(y,y+αη(x,y))=

-αη(x,y);C2:η(x,y+αη(x,y))=(1-α)η(x,y)。
定义4[15] 设K 是关于η的不变凸集,称f:K→R在K 上关于η满足条件D,若∀x,y∈K,有

f(y+η(x,y))≤f(x)。
定义5[13] 设K 是关于η的不变凸集,称f:K→R在K 上关于η满足条件A,若:∀x,y∈K:f(x)<f(y),

s.t.f(y+η(x,y))<f(y)。
定义6 设K 是关于η的不变凸集,称f:K→R在K 上关于η满足条件A′,若:∀x,y∈K:f(x)≠f(y),

s.t.f(y+η(x,y))≠f(y)。
显然,当η(x,y)=x-y的时候,条件C,D,A,A′自动成立,也就是说凸函数和拟凸函数自动满足这些条件。

所以,当考虑预不变凸性的时候,往往需要满足这些条件之一时,方能保证预(拟)不变凸函数保持(拟)凸函数的

一些性质。
文献[18-19]建立了条件C的一个性质(即下面的性质1),此性质在预不变凸性的研究中起着非常重要的作

用。然而,这个性质只需要条件C1 便可获得。为方便大家参阅以及后文的反复引用,在条件C1 下给出这个性

质的完整证明。
性质1 若向量值映射η:Rn×Rn→Rn 满足条件C1,则:

ηy+α1η(x,y),y+α2η(x,y( ))=(α1-α2)η(x,y),∀x,y∈Rn,∀α1,α2∈[0,1]。
证明 任取x,y∈Rn 以及α1,α2∈[0,1],下面分3种情况来讨论。

1)当α1=α2 时,则y+α1η(x,y)=y+α2η(x,y)。在条件C1 中取α=0,得η(y,y)=0,∀y∈Rn。于是,
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η(y+α1η(x,y),y+α2η(x,y))=0=(α1-α2)η(x,y)。

2)当1≥α1>α2≥0时,注意到α1>0以及α2-α1
-α1 ∈

(0,1]得:

η(y+α1η(x,y),y+α2η(x,y))=η(y+α1η(x,y),y+α1η(x,y)+(α2-α1)η(x,y))=
C1

ηy+α1η(x,y),y+α1η(x,y)+
α2-α1
-α1η

(y,y+α1η(x,y
æ

è
ç

ö

ø
÷))=
C1

-α1-α2α1 η(y,y+α1η(x,y))=
C1

-α1-α2α1
(-α1)η(x,y)=(α1-α2)η(x,y)。

于是,

η(y+α1η(x,y),y+α2η(x,y))=(α1-α2)η(x,y),α1>α2。 (1)

3)当0≤α1<α2≤1时,使用条件C1 以及(1)式得:

η(y+α1η(x,y),y+α2η(x,y))=η(y+α1η(x,y),y+α1η(x,y)+(α2-α1)η(x,y))=
(1)

η(y+α1η(x,y),y+α1η(x,y)+η(y+α2η(x,y),y+α1η(x,y)))=
C1

-η(y+α2η(x,y),y+α1η(x,y))=
(1)

-(α2-α1)η(x,y)=(α1-α2)η(x,y)。
于是,η(y+α1η(x,y),y+α2η(x,y))=(α1-α2)η(x,y),α1<α2。 证毕

若在性质1中取α2=0,则有如下常用结论。
性质2 若向量值映射η:Rn×Rn→Rn 满足条件C1,则:

η(y+αη(x,y),y)=αη(x,y),∀x,y∈Rn,∀α∈[0,1]。

2预(拟)不变凸函数类转化为单变量函数的刻画

首先,讨论预(拟)不变凸函数转化为单变量函数的刻画。在前面已提到文献[9-10]已获得过预不变凸函数

的相关结论。不过,下面的定理1表明文献[9-10]的条件C其实还可以削弱到条件C1,并且证明方式也可以更

简洁。
定理1 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数,则:

1)设η满足条件C1,若f在K 上关于η是预不变凸(预拟不变凸)函数,则∀x,y∈K,

φx,y(α)=f(y+αη(x,y))
在[0,1]上是凸(拟凸)函数。

2)设f在K 上关于η满足条件D,若∀x,y∈K,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是凸(拟凸)函数,则

f在K 上关于相同的η是预不变凸(预拟不变凸)函数。
证明 1)设f在K 上是预不变凸(预拟不变凸)函数,任取x,y∈K,下证φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]

上是凸(拟凸)函数。设∀α1,α2∈[0,1],∀λ∈[0,1]。由于条件C1 成立,由性质1得:

y+[λα1+(1-λ)α2]η(x,y)=y+α2η(x,y)+λ(α1-α2)η(x,y)=
y+α2η(x,y)+λη(y+α1η(x,y),y+α2η(x,y))。 (2)

注意到K 是不变凸集,则y+α1η(x,y),y+α2η(x,y)∈K。

i)若f是预不变凸的,结合(2)式得:

φx,y(λα1+(1-λ)α2)=f(y+[λα1+(1-λ)α2]η(x,y))=
f(y+α2η(x,y)+λη(y+α1η(x,y),y+α2η(x,y)))≤

λf(y+α1η(x,y))+(1-λ)f(y+α2η(x,y))=λφx,y(α1)+(1-λ)φx,y(α2)。
于是,φx,y(α)在[0,1]上是凸函数。

ii)若f是预拟不变凸的,结合(2)式得:

φx,y(λα1+(1-λ)α2)=f(y+[λα1+(1-λ)α2]η(x,y))=
f(y+α2η(x,y)+λη(y+α1η(x,y),y+α2η(x,y)))≤

max{f(y+α1η(x,y)),f(y+α2η(x,y))}=max{φx,y(α1),φx,y(α2)}。
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于是,φx,y(α)在[0,1]上是拟凸函数。

2)任取x,y∈K,设φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是凸(拟凸)函数,下证f在K 上是预不变凸(预拟

不变凸)函数。任取λ∈[0,1],有:

i)若φx,y(α)在[0,1]上是凸函数,且注意到f满足条件D,则有:

f(y+λη(x,y))=φx,y(λ)=φx,y(λ·1+(1-λ)·0)≤λφx,y(1)+(1-λ)φx,y(0)=
λf(y+η(x,y))+(1-λ)f(y)≤λf(x)+(1-λ)f(y)。

于是,f在K 上也关于η是预不变凸函数。

ii)若φx,y(α)在[0,1]上是拟凸函数,且注意到f满足条件D,则有:

f(y+λη(x,y))=φx,y(λ)=φx,y(λ·1+(1-λ)·0)≤max{φx,y(1),φx,y(0)}=
max{f(y+η(x,y)),f(y)}≤max{f(x),f(y)}。

于是,f在K 上也关于η是预拟不变凸函数。 证毕

定理1中有关预拟不变凸函数的结论改进了文献[9]的定理1。另外,由定理1容易得到以下有关预(拟)不
变凸函数的等价刻画。

推论1 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数。如果η满足条件C1,f在K 上关于η 满足

条件D,则f在K 上关于η是预不变凸(预拟不变凸)函数等价于∀x,y∈K,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上
是凸(拟凸)函数。

观察定理1的证明发现,两种情形的证明只是在使用预不变凸函数和预拟不变凸函数(相应的,凸函数和拟

凸函数)时产生的不等式的不同,其他部分相似。所以,后文的定理均略去预拟不变凸性情形的证明内容。
接下来讨论严格预(拟)不变凸函数转化为单变量函数的刻画。文献[11]的定理5在条件C下给出了严格

预不变凸函数的一个必要条件。现在给出充分条件,并且将看到条件C同样可以削弱到条件C1,详见下面的定

理2。
定理2 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数,则:

1)设η满足条件C1,且对任意的x,y∈K,当x≠y时η(x,y)≠0。若f在K 上关于η 是严格预不变凸(严
格预拟不变凸)函数,则∀x,y∈K:x≠y,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是严格凸(严格拟凸)函数。

2)设f在K 上关于η满足条件D,若∀x,y∈K:x≠y,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是严格凸(严格

拟凸)函数,则f在K 上关于相同的η是严格预不变凸(严格预拟不变凸)函数。
证明 只证明严格预不变凸函数情形。

1)设f在K 上是严格预不变凸函数,任取x,y∈K:x≠y,下证φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是严格

凸函数。设∀α1,α2∈[0,1]:α1≠α2,∀λ∈(0,1)。由于η满足条件C1,所以也有(2)式成立。由已知条件,当x≠
y时η(x,y)≠0。再注意到α1≠α2,故有:

y+α1η(x,y)≠y+α2η(x,y)。 (3)
因为f在K 上是严格预不变凸的,结合(2),(3)式得

φx,y(λα1+(1-λ)α2)=f(y+[λα1+(1-λ)α2]η(x,y))=
f(y+α2η(x,y)+λη(y+α1η(x,y),y+α2η(x,y)))<

λf(y+α1η(x,y))+(1-λ)f(y+α2η(x,y))=λφx,y(α1)+(1-λ)φx,y(α2)。 (4)
于是,φx,y(α)在[0,1]上是严格凸函数。

2)任取x,y∈K:x≠y,设φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是严格凸函数,下证f在K 上是严格预不变

凸函数。任取λ∈(0,1),因为φx,y(α)在[0,1]上是严格凸函数且f满足条件D,所以有:

f(y+λη(x,y))=φx,y(λ)=φx,y(λ·1+(1-λ)·0)<λφx,y(1)+(1-λ)φx,y(0)=
λf(y+η(x,y))+(1-λ)f(y)≤λf(x)+(1-λ)f(y)。 (5)

于是,f在K 上也关于η是严格预不变凸函数。 证毕

推论2 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数。如果η满足条件C1,f在K 上关于η 满足

条件D,且对任意的x,y∈K,当x≠y时η(x,y)≠0。则f在K 上关于η是严格预不变凸(严格预拟不变凸)函
数等价于∀x,y∈K:x≠y,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是严格凸(严格拟凸)函数。
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同样,改进文献[11]的定理6,给出如下有关半严格预(拟)不变凸函数的刻画。
定理3 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数,则:

1)设η满足条件C1,若f在K 上关于η是半严格预不变凸(半严格预拟不变凸)函数,则∀x,y∈K,φx,y(α)=
f(y+αη(x,y))在[0,1]上是半严格凸(半严格拟凸)函数。

2)设f在K 上关于η满足条件D及条件A′,若∀x,y∈K:f(x)≠f(y),φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]
上是半严格凸(半严格拟凸)函数,则f在K 上关于相同的η是半严格预不变凸(半严格预拟不变凸)函数。

证明 只证明半严格预不变凸函数情形。

1)设f在K 上是半严格预不变凸函数,任取x,y∈K,下证φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是半严格凸

函数。设∀α1,α2∈[0,1]:φx,y(α1)≠φx,y(α2),∀λ∈(0,1)。由于η满足条件C1,所以(2)式成立。由于φx,y(α1)≠

φx,y(α2),也即是:

f(y+α1η(x,y))≠f(y+α2η(x,y))。 (6)
因为f在K 上是半严格预不变凸的,结合(2)式及(6)式,重复定理2中(4)式的推导过程,亦可以得到

φx,y(λα1+(1-λ)α2)<λφx,y(α1)+(1-λ)φx,y(α2)。
于是,φx,y(α)在[0,1]上是半严格凸函数。

2)任取x,y∈K:f(x)≠f(y),设φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是半严格凸函数,下证f在K 上是半

严格预不变凸的。任取λ∈(0,1)。由于f(x)≠f(y),由条件 A′得f(y+η(x,y))≠f(y),即得φx,y(1)≠

φx,y(0)。进而,因为φx,y(α)在[0,1]上是半严格凸函数且f满足条件D,重复定理2中(5)式的推导过程,同样得

到f(y+λη(x,y))<λf(x)+(1-λ)f(y)。于是,f在K 上也关于η是半严格预不变凸函数。 证毕

推论3 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数。如果η满足条件C1,f在K 上关于η 满足

条件D及条件A′,则f在K 上关于η是半严格预不变凸(半严格预拟不变凸)函数等价于∀x,y∈K:f(x)≠
f(y),φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是半严格凸(半严格拟凸)函数。

下面的定理4改进了文献[11]的结论。将会看到把条件C减弱到条件C1,将ρ-预不变凸函数减弱到弱ρ-预
不变凸函数(ρ>0或ρ<0皆可)之后,文献[11]的定理3仍然成立,而且证明方式可以简化。另外,定理4还表

明φ的ρ-(拟)凸性是与f的弱ρ-预(拟)不变凸性对应的,而不是对应ρ-预(拟)不变凸性。这一点与预(拟)不变

凸、严格/半严格预(拟)不变凸情形不同。
定理4 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数,且对任意的x,y∈K,当x≠y时η(x,y)≠0。

则:

1)设η满足条件C1,若f在K 上关于η是弱ρ-预不变凸(弱ρ-预拟不变凸)函数(ρ≠0),则∀x,y∈K:x≠

y,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是ρ
~-凸(ρ

~-拟凸)函数(ρ
~≠0且与x,y有关)。

2)设f在K 上关于η满足条件D,若∀x,y∈K:x≠y,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在 [0,1]上是ρ-凸(ρ-拟

凸)函数(ρ≠0且与x,y有关),则f在K 上关于相同的η是弱ρ
~-预不变凸(弱ρ

~-预拟不变凸)函数(ρ
~≠0)。

证明 只证明弱ρ-预不变凸函数情形。

1)设f在K 上是弱ρ-预不变凸函数,即 ∀x,y∈K,∃ρ≠0,s.t.
f(y+λη(x,y))≤λf(x)+(1-λ)f(y)-ρλ(1-λ)‖η(x,y)‖2,∀λ∈[0,1]。 (7)

任取x,y∈K:x≠y,下证φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是ρ
~-凸函数(ρ

~≠0且与x,y有关)。设∀α1,α2∈
[0,1],∀λ∈[0,1]。由于η满足条件C1,所以(2)式成立。从而,因为f在K 上是弱ρ-预不变凸函数,结合(2)
式与(7)式,由性质1得:

φx,y(λα1+(1-λ)α2)=f(y+[λα1+(1-λ)α2]η(x,y))=
f(y+α2η(x,y)+λη(y+α1η(x,y),y+α2η(x,y)))≤

λf(y+α1η(x,y))+(1-λ)f(y+α2η(x,y))-ρλ(1-λ)η(y+α1η(x,y),y+α2η(x,y))2=
λφx,y(α1)+(1-λ)φx,y(α2)-ρλ(1-λ)α1-α2 2·‖η(x,y)‖2。

取ρ
~=ρ‖η(x,y)‖2。由已知条件,当x≠y时η(x,y)≠0,从而ρ

~≠0且不依赖于α1,α2 与λ。于是,∃ρ
~≠0,∀α1,

α2∈[0,1],∀λ∈[0,1],s.t.
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φx,y(λα1+(1-λ)α2)≤λφx,y(α1)+(1-λ)φx,y(α2)-ρ
~λ(1-λ)α1-α2 2。

所以,∀x,y∈K:x≠y,φx,y(α)在[0,1]上是ρ
~-凸函数(其中ρ

~与x,y有关)。

2)任取x,y∈K:x≠y,设φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是ρ-凸函数,其中ρ≠0且与x,y有关,则

∀α1,α2∈[0,1],∀λ∈[0,1],s.t.

φx,y(λα1+(1-λ)α2)≤λφx,y(α1)+(1-λ)φx,y(α2)-ρλ(1-λ)α1-α2 2。
特别地,对于α1=1,α2=0,结合条件D得:

f(y+λη(x,y))=φx,y(λ)=φx,y(λ·1+(1-λ)·0)≤λφx,y(1)+(1-λ)φx,y(0)-ρλ(1-λ)1-0 2=
λf(y+η(x,y))+(1-λ)f(y)-ρλ(1-λ)≤λf(x)+(1-λ)f(y)-ρλ(1-λ),∀λ∈[0,1] (8)

注意到当x≠y时η(x,y)≠0。取ρ
~= ρ
‖η(x,y)‖2

,则ρ
~≠0,代入(8)式得

f(y+λη(x,y))≤λf(x)+(1-λ)f(y)-ρ
~λ(1-λ)‖η(x,y)‖2,∀λ∈[0,1]。 (9)

另外,当x=y时,由条件C1 得η(x,y)=0。于是,(9)式对任意的ρ>0均成立。

综上可得,f在K 上也关于η是弱ρ
~-预不变凸函数。                  证毕

推论4 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数。如果η满足条件C1,f在K 上关于η 满足

条件D,且对任意的x,y∈K,当x≠y时η(x,y)≠0。则f在K 上关于η 是弱ρ-预不变凸(弱ρ-预拟不变凸)函
数等价于∀x,y∈K:x≠y,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是ρ

~-凸(ρ
~-拟凸)函数,其中ρ和ρ

~都是非零实数且

均与x,y有关。

3中间点预(拟)不变凸函数类转化为单变量函数的刻画

受文献[12]及第2节结论的启发,本节将讨论具有中间点预(拟)不变凸性的多元函数转化为单变量函数的

刻画。首先给出中间点凸性的定义。
定义7 设K 是关于η:Rn×Rn→Rn 的不变凸集,f:K→R是一个实值函数,则:

1)若∃α∈(0,1),∀x,y∈K,有f(y+αη(x,y))≤αf(x)+(1-α)f(y),则称f在K 上关于η和α是中间点

预不变凸函数。

2)若∃α∈(0,1),∀x,y∈K:x≠y(或f(x)≠f(y)),有f(y+αη(x,y))<αf(x)+(1-α)f(y),则称f在K
上关于η和α是中间点严格预不变凸(或中间点半严格预不变凸)函数。

在定义7中:1)若将不等式右端的“αf(x)+(1-α)f(y)”更换为“max{f(x),f(y)}”,则称f分别是中间点

预拟不变凸函数[12]、中间点严格预拟不变凸函数或中间点半严格预拟不变凸函数;2)若取η(x,y)=x-y,则称

f分别是中间点凸函数、中间点严格凸函数或中间点半严格凸函数;3)若将不等式右端的“αf(x)+(1-α)f(y)”
更换为“max{f(x),f(y)}”,且取η(x,y)=x-y,则称f分别是中间点拟凸函数、中间点严格拟凸函数或中间点

半严格拟凸函数。
类似于第2节对预(拟)不变凸性的处理手法,下面将多变量的中间点预(拟)不变凸函数类转化为单变量的

中间点(拟)凸函数类来研究。同样的,也只给出中间点预不变凸性部分的证明内容。文献[12]的定理3已经得

出过中间点预拟不变凸函数的一个刻画。然而,下面的定理5表明文献[12]的定理3的条件C可以减弱到条件

C1。
定理5 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数,则:

1)设η满足条件C1,若f在K 上关于η和λ∈(0,1)是中间点预不变凸(中间点预拟不变凸)函数,则∀x,

y∈K,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上关于相同的λ是中间点凸(中间点拟凸)函数。

2)设f在K 上关于η满足条件D,若∀x,y∈K,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上关于同一个λ∈(0,1)
是中间点凸(中间点拟凸)函数,则f在K 上关于相同的η和λ是中间点预不变凸(中间点预拟不变凸)函数。

证明 只证明中间点预不变凸函数情形。

1)设f在K 上关于η和λ∈(0,1)是中间点预不变凸函数,则有:

f(y+λη(x,y))≤λf(x)+(1-λ)f(y),∀x,y∈K。 (10)
任意取定x,y∈K,下证φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上的中间点凸性。设∀α1,α2∈[0,1]。由于条件
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C1 成立,由性质1得:

y+[λα1+(1-λ)α2]η(x,y)=y+α2η(x,y)+λη(y+α1η(x,y),y+α2η(x,y))。 (11)
注意到K 是不变凸集,则y+α1η(x,y),y+α2η(x,y)∈K。由f的中间点预不变凸性,结合(10)式和(11)式得:

φx,y(λα1+(1-λ)α2)=f(y+[λα1+(1-λ)α2]η(x,y))=
f(y+α2η(x,y)+λη(y+α1η(x,y),y+α2η(x,y)))≤

λf(y+α1η(x,y))+(1-λ)f(y+α2η(x,y))=λφx,y(α1)+(1-λ)φx,y(α2)。
于是,φx,y(α)在[0,1]上关于λ是中间点凸函数。从而可得,∀x,y∈K,φx,y(α)在[0,1]上关于相同的λ是中间点

凸函数。

2)任取x,y∈K,设φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上关于同一个λ∈(0,1)是中间点凸函数,即有:

φx,y(λα1+(1-λ)α2)≤λφx,y(α1)+(1-λ)φx,y(α2),∀α1,α2∈[0,1]。
特别地,对于α1=1,α2=0,结合条件D得:

f(y+λη(x,y))=φx,y(λ)=φx,y(λ·1+(1-λ)·0)≤λφx,y(1)+(1-λ)φx,y(0)=
λf(y+η(x,y))+(1-λ)f(y)≤λf(x)+(1-λ)f(y)。 (12)

注意到(12)式对任意的x,y成立,故f在K 上关于相同的η和λ是中间点预不变凸的。 证毕

推论5 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数。如果η满足条件C1,f在K 上关于η 满足

条件D,则f在K 上关于η 和λ 是中间点预不变凸(中间点预拟不变凸)函数等价于∀x,y∈K,φx,y(α)=
f(y+αη(x,y))在[0,1]上关于相同的λ是中间点凸(中间点拟凸)函数,其中λ∈(0,1)。

注1 定理5和推论5中提及的“关于相同的λ”表示两层含义:一方面当f 关于λ 具有中间点凸性时,

φx,y(α)也关于这个λ具有中间点凸性;另一方面表示λ与x,y无关,即无论x,y在K 中如何变化,对应的φx,y(α)
都是关于同一个λ具有中间点凸性。本节余下的定理与推论中所提及的“关于相同的λ”也是这个含义,就不再

赘述。
对比定理1和定理5的证明可以发现,区别主要在于前者是“任意的λ∈[0,1]”,后者是“对给定的某个λ∈

(0,1)”,以及预不变凸和中间点预不变凸两个定义在表述上的不同,其余部分是相似的。所以,对于中间点严格

预(拟)不变凸函数和中间点半严格预(拟)不变凸函数情形只罗列结论而略去证明。
定理6 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数,则:

1)设η满足条件C1,对任意的x,y∈K,当x≠y时η(x,y)≠0。若f在K 上关于η和λ∈(0,1)是中间点严

格预不变凸(中间点严格预拟不变凸)函数,则∀x,y∈K:x≠y,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上关于相同的λ
是中间点严格凸(中间点严格拟凸)函数。

2)设f在K 上关于η满足条件D,若∀x,y∈K:x≠y,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上关于同一个λ∈
(0,1)是中间点严格凸(中间点严格拟凸)函数,则f在K 上关于相同的η和λ是中间点严格预不变凸(中间点严

格预拟不变凸)函数。
推论6 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数。如果η满足条件C1,f在K 上关于η 满足

条件D,且对任意的x,y∈K,当x≠y时η(x,y)≠0。则f在K 上关于η和λ是中间点严格预不变凸(中间点严

格预拟不变凸)函数等价于∀x,y∈K:x≠y,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上关于相同的λ是中间点严格凸

(中间点严格拟凸)函数,其中λ∈(0,1)。
定理7 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数,则:

1)设η满足条件C1,若f在K 上关于η和λ∈(0,1)是中间点半严格预不变凸(中间点半严格预拟不变凸)
函数,则∀x,y∈K,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上关于相同的λ是中间点半严格凸(中间点半严格拟凸)函
数。

2)设f在K 上关于η满足条件D及条件A′,若∀x,y∈K:f(x)≠f(y),φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]
上关于同一个λ∈(0,1)是中间点半严格凸(中间点半严格拟凸)函数,则f在K 上关于相同的η和λ是中间点半

严格预不变凸(中间点半严格预拟不变凸)函数。
推论7 设K 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数。如果η满足条件C1,f在K 上关于η 满足

条件D及条件A′,则f在K 上关于η 和λ 是中间点半严格预不变凸(中间点半严格预拟不变凸)函数等价于
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∀x,y∈K:f(x)≠f(y),φx,y(α)=f(y+αη(x,v))在[0,1]上关于相同的λ是中间点半严格凸(中间点半严格拟

凸)函数,其中λ∈(0,1)。

4一些应用

由前几节的研究结论可知,在一定条件下多元实值函数f的预(拟)不变凸性可以转化为单变量实值函数φ
的(拟)凸性。这样就可以利用(拟)凸函数已有的丰富结论将问题转化,已期望简化一些证明或者获得预(拟)不
变凸函数的更多结论。这也是本节的主要目的。

引理1[20] 设I为R中的一个区间,h:I→R为凸函数,[a,b]⊆I,则:

1)h(μ)≤
b-μ
b-af

(a)+μ-ab-ah
(b),∀μ∈[a,b];

2)h
(μ)-h(a)
μ-a

≤h
(b)-h(a)
b-a ≤h

(b)-h(μ)
b-μ

,∀μ∈(a,b)。

若f为严格凸函数,则以上不等式均为严格不等式。
文献[13]的定理6.1给出了预不变凸函数的一个性质(一种差商不减性质),这里利用本文得到的结论再结

合引理1给出这个定理的另一个证明。
定理8[13] 设K⊆Rn 是关于η的不变凸集,f:K→R在K 上关于η 是预不变凸函数,假设η满足条件C。

∀x,y∈K,令g(λ)=f(y+λη(x,y)),∀λ∈[0,1]。则有:

g(α)-g(0)
α ≤g

(β)-g(0)
β

,0<α<β≤1。 (13)

证明 因为f是预不变凸函数,由定理1的1)知,∀x,y∈K,g(λ)=f(y+λη(x,y))是[0,1]上的凸函数。
设0<α<β≤1。在引理1中取I=[0,1],a=0,b=β,μ=α,则满足[a,b]⊆I及μ∈(a,b)。再将引理1的2)对函

数g(λ)使用即可得到(13)式。 证毕

中间点凸性在凸性理论中有一定的价值,例如文献[11,13-16,18-19,21-22]等就利用中间点预(拟)不变凸

性获得了预(拟)不变凸性。下面利用本文已经获得的中间点预(拟)不变凸性的刻画结论,给出文献[21]的一些

结论的新证明。首先,需要一些结论来辅助证明。
命题3[23] 设K⊆Rn 是非空凸集,f:K→R是下半连续函数。如果f 在K 上是中间点凸函数,即 ∃α∈

(0,1),∀x,y∈K,s.t.
f(αx+(1-α)y)≤αf(x)+(1-α)f(y), (14)

则f是K 上的凸函数。
命题4[24] 设K⊆Rn 是非空凸集,则f:K→R是凸函数当且仅当f在K 上是拟凸函数且f 在K 上是中间

点凸函数,即 ∃α∈(0,1),∀x,y∈K,s.t.(14)式成立。
下面,给出文献[21]中的一些结论的新证明。这里仅讨论两个定理,其余结论可以类似地处理,就不再一一

罗列。注意,原本文献[21]的定理4.1的内容表述里没有“条件D”的,然而从它的证明可以看出实际上需要“条
件D”作为假设条件,故本文将它补上。

定理9[21] 设K⊆Rn 是关于η的不变凸集,f:K→R是下半连续函数。设η满足条件C,f在K 上关于η满

足条件D。则f在K 上是预不变凸函数当且仅当f 在K 上是中间点预不变凸函数,即 ∃λ∈(0,1),∀x,y∈
K,s.t.

f(y+λη(x,y))≤λf(x)+(1-λ)f(y)。 (15)
证明 只需证明充分性。由于f在K 上是中间点预不变凸函数,且η满足条件C以及f满足条件D,则由

推论5得∀x,y∈K,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上关于相同的λ是中间点凸函数。因为f 是下半连续函

数,再由命题3得∀x,y∈K,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是凸函数。从而,由推论1得f在K 上是预不

变凸函数。                               证毕

定理10[21] 设K⊆Rn 是关于η的不变凸集,f:K→R是一个实值函数。设η满足条件C,f在K 上关于η
满足条件D。则f在K 上是预不变凸函数当且仅当f 在K 上是预拟不变凸函数且f 在K 上是中间点预不变凸
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函数,即 ∃λ∈(0,1),∀x,y∈K,s.t.(15)式成立。
证明 只需证明充分性。由于f在K 上是中间点预不变凸函数,且η满足条件C以及f满足条件D,则由

推论5得,∀x,y∈K,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上关于相同的λ是中间点凸函数。又因为f在K 上是预

拟不变凸函数,则由推论1得,∀x,y∈K,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是拟凸函数。从而,由命题4得

∀x,y∈K,φx,y(α)=f(y+αη(x,y))在[0,1]上是凸函数。再由推论1得f在K 上是预不变凸函数。 证毕

5结语

本文将多元实值函数的凸性转化为单变量实值函数的凸性来研究,获得了预(拟)不变凸性的一些等价刻

画,特别获得了严格、半严格预(拟)不变凸函数以及中间点预(拟)不变凸性的刻画。并且本文还将刻画结论中

的条件C减弱到了条件C1。如何充分应用这些等价结论去研究预(拟)不变凸性,将是值得进一步研究的问题。
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SomeEquivalentCharacterizationsandItsApplicationsofPreinvexity(Prequasi-invexity)

YANGYuhong
(SchoolofMathematicsandStatistics,YangtzeNormalUniversity,FulingChongqing408100,China)

Abstract:[Purposes]Thepurposeistoprovidesomeequivalentcharacterizationsofpreinvexity(prequasi-invexity).[Methods]Prein-
vexity(prequasi-invexity)isdealedwithbytransformingmultivariaterealvaluedfunctionftosingle-variablefunctionφ.[Findings]

Firstly,whenconditionC1andconditionDhold,preinvexity(prequasi-invexity)offisequivalenttoconvexity(quasiconvexity)of

φ.Secondly,inasimilarway,equivalentcharacterizationsofintermediatepreinvexity(prequasi-invexity)areestablished.Finally,

someapplicationsoftheseresultsaregiven.[Conclusions]Preinvexity(prequasi-invexity)offcanbetransformedequivalentlyinto

convexity(quasiconvexity)ofφ.However,therearesomedifferenceinρ-preinvex(ρ-prequasi-invex)case,i.e.ρ-convexity(ρ-qua-
siconvexity)ofφiscorrespondtoweakρ-preinvexity(ρ-prequasi-invexity)off.

Keywords:preinvex(prequasi-invex);intermediatepreinvex(prequasi-invex);convex(quasiconvex)
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