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一类非可微多目标规划的改进的 Mond-Weir型对偶
*
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摘要:【目的】研究一类非可微多目标规划问题改进的 Mond-Weir型对偶。【方法】分析 Mond-Weir型对偶问题基础上,给

出该问题的一类改进的 Mond-Weir型对偶模型,利用G-不变凸性证明原问题与对偶问题之间的对偶结果。【结果】在适

当条件下,得出该问题与对偶问题的弱对偶定理、强对偶定理和非极大逆对偶定理并进行证明。【结论】改进的 Mond-
Weir型对偶结果可以在更弱的条件下得以证明。
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Antczak在2007年提出G-不变凸函数的定义,并研究了该假设下的一类多目标规划的对偶结果[1-3]。2010
年,KimH.J.等人[4]推广了相关结论。2017年,赵洁[6]研究了G-不变凸假设下的非可微问题的 Mond-Weir型

对偶模型。本文将进一步研究这一类规划问题,通过改进 Mond-Weir对偶模型,探求更弱条件下的相关结果。

1预备知识

定义1[2] f:X→Rk 是X⊂Rn(X≠∅)上可微的向量值函数,u∈X,若存在可微的向量值函数Gf=(Gf1
,

…,Gfk
):R→Rk,其中Gfi

:Ifi
(X)→R是严格增函数,存在η:X×X→Rn,使得对于∀x∈X(x≠u),∀i=1,…,k,

有Gfi
(fi(x))-Gfi

(fi(u))-G′fi(fi(u))Ñfi(u)η(x,u)≧0(>),则称f为u 关于η的Gf-不变凸函数(严格Gf-
不变凸函数)。

定义2[7] 设C为Rn 的紧凸集,C的支撑函数为s(x|C)∶=max{xTy:y∈C}。即存在z∈Rn 使s(y|C)≥
s(x|C)+zT(y-x),∀y∈C成立。zTx=s(x|C)与之等价,其中s(x|C)的次微分为∂s(x|C)= {z∈C|zTx=
s(x|C)}。

定义3 多目标规划在x∈D 满足Kuhn-Tucker约束规格,如果:

C(D,x)={d∈Rn:Ñgj(x)d≦0,j∈J(x),Ñht(x)d=0,t∈T}。
定义4 z是多目标规划的可行解,令Gfi(·)+(·)

Tωi
,i=1,2,…,k是Ifi(·)+(·)

Tωi
(X)上的连续实值严格增函

数。定义:

W={Gf1(·)+(·)
Tω1
(f1(x)+s(x|C1)),…,Gfk(·)+(·)

Tωk
(fk(x)+s(x|Ck)):x∈X}⊂Rk,

z=(Gf1(·)+(·)
Tω1
(f1(x)+s(x|C1)),…,Gfk(·)+(·)

Tωk
(fk(x)+s(x|Ck)))∈W。

则x是弱有效解当且仅当z是W 的弱有效解。
以下讨论一类非可微多目标优化(NMP)[5]:

min GF1
((f1(x)+s(x|C1)),…,GFk

(fk(x)+s(x|Ck))),

s.t. (Gg1
(g1(x)),…,Ggm

(gm(x)))≦0,
(Gh1

(h1(x)),…,Ghp
(hp(x)))=0。

其中,fi:X→R,i∈I={1,2,…,k},gj:X→R,j∈J={1,2,…,m},ht:X→R,t∈T={1,2,…,p}是非空开集
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X⊂Rn 上的可微函数,GFi
,i∈I,Ggj

,j∈J,Ght
,t∈T 是可微实值严格增函数,令D={x∈X:Ggj

(gj(x))≦0,j∈
J,Ght

(ht(x))=0,t∈T}为(NMP)的可行解集,有Fi=fi(·)+(·)Tωi。定义目标函数指标集I(z)∶={i∈I:

λi>0},相应拉格朗日乘子不等于零,不等式约束z∈D 上起作用的集合为J(z)∶={j∈J:Ggj
(gj(z))=0}。

2结论及证明

给出(NMP)改进的 Mond-Weir对偶模型(NMWD′)

f(y)=(GF1
(f1(y)+s(y|C1)),…,GFk

(fk(y)+s(y|Ck)))→

max ∑
k

i=1
λiG′Fi fi(y)+s(y|Ci( )) Ñfi(y)+ω( )i +∑

m

j=1
ξjG′gj(gj(y))Ñgj(y[ )+∑

p

t=1
μtG′ht(ht(y))Ñht(y ])·

η(x,y)≧0,∀x∈D,

∑
m

j=1
ξj[Ggj

(gj(y))-Ggj
(gj(x))]≧0,∀x∈D,

∑
p

t=1
μt[Ght

(ht(y))-Ght
(ht(x))]≧0,∀x∈D,

y∈X,λ∈Rn,λ≥0,λe=1,ξ∈Rm,ξ≧0,μ∈Rp,
其中e=(1,1,…,1)T∈Rk,设GFi

,i∈I,Ggj
,j∈J,Ght

,t∈T 是可微实值严格增,且Ght
,t∈T 线性独立,令Fi=

fi(·)+(·)Tωi。
(NMWD′)叫做修正了约束的G-Mond-Weir对偶模型。(NMWD′)的可行点集定义为W,prXW 是X 上W

的像集prXW={y∈X:(y,λ,ξ,μ)∈W}。
定理1(弱对偶) 考虑多目标规划问题(NMP)和(NMWD′),x和(y,λ,ξ,μ)分别是(NMP)和(NMWD′)的

任意可行解。假设F 在y∈prXW 是关于η的GF-不变凸函数,g在y∈prXW 是关于η的Gg-不变凸函数,ht,t∈
T+(y)在y∈prXW 是关于η 的Ght-不变凸函数,ht,t∈T-(y)在y∈prXW 是关于η 的Ght-不变凹函数。则

f(x)+s(x|C)≮f(y)+s(y|C)。
证明 反证法。假设f(x)+s(x|C)<f(y)+s(y|C),有:

fi(x)+s(x|Ci)<fi(y)+s(y|Ci),i∈I。 (1)

GFi
,i∈I是D∪prXW 上的严格增函数,由(1)式得:

GFi fi(x)+s(x|Ci( ))<GFi fi(y)+s(y|Ci( )),i∈I。 (2)

F 在y∈prXW 是关于η的GF-不变凸,则

GFi
(fi(x)+s(x|Ci))-GFi

(fi(y)+s(y|Ci))-G′Fi(fi(y)+s(y|Ci))(Ñfi(y)+ωi)η(x,y)≧0,i∈I (3)
因此,综合(2),(3)式得:

G′Fi(fi(y)+s(y|Ci))(Ñfi(y)+ωi)η(x,y)<0,i∈I。
又因为(y,λ,ξ,μ)是(NMWD′)的可行解,有λ∈Rn,λ≥0,λe=1成立,则:

∑
k

i=1
λiG′Fi(fi(y)+s(y|Ci))(Ñfi(y)+ωi)η(x,y)<0,i∈I。 (4)

由g,ht 的不变凸性,有:

∑
m

j=1
ξjGgj

(gj(x))-∑
m

j=1
ξjGgj

(gj(y))≧∑
m

j=1
ξjG′gj(gj(y))Ñgj(y)η(x,y),j∈J, (5)

∑
p

t=1
μtGht

(ht(x))-∑
p

t=1
μtGht

(ht(y))≧∑
p

t=1
μtG′ht(ht(y))Ñht(y)η(x,y),t∈T(y)。 (6)

因为x∈D,(y,λ,ξ,μ)∈W,则由(5),(6)式得:

∑
m

j=1
ξjG′gj(gj(y))Ñgj(y)η(x,y)≦0,j∈J, (7)

∑
p

t=1
μtG′ht(ht(y))Ñht(y)η(x,y)≦0,t∈T(y)。 (8)

把(4),(7),(8)式左右两边分别相加,得:
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∑
k

i=1
λiG′Fi(fi(y)+s(y|Ci))(Ñfi(y)+ωi)+∑

m

j=1
ξjG′gj(gj(y))Ñgj(y)+∑

p

t=1
μtG′ht(ht(y))Ñht(y)·η(x,y[ ])<0,

与(NMWD′)约束矛盾。 证毕

定理2(强对偶) x∈D 是(NMP)的(弱)有效解,满足 Kuhn-Tucker约束规格,则有λ∈Rk
+,ξ∈Rm

+,μ∈

Rp,(λ≥0,ξ≧0),λ>0,ξ≧0使(x,λ,ξ,μ)在(NMWD′)可行。如果满足弱对偶定理,则(x,λ,ξ,μ)是(NMWD′)
的(弱)有效解,(NMP)和(NMWD′)的目标相等。

证明 减弱(NMP)与(NMWD)[6]之间强对偶证明中Ggj
,j∈J(x),Ght

,t∈T+(x)∪T-(x)上的假设,
(NMP)与(NMWD′)间的强对偶定理显然成立。 证毕

定理3(非极大逆对偶) (y,λ,ξ,μ)是(NMWD′)的可行解且y∈D,假设F 在y∈prXW 是η的(严格)GF-不
变凸函数,g在y∈prXW 是η 的Gg-不变凸函数,ht,t∈T+(y)在y∈prXW 是η 的Ght-不变凸函数,ht,t∈
T-(y)在y∈prXW 是η的Ght-不变凹函数。那么,y是(NMP)的弱有效解(有效解)。

证明 若结论不成立,则存在x~∈D,使得fi(x~)+s(x~|Ci)<fi(y)+s(y|Ci)。GFi
,i∈I是D∪prXW 上的

严格增函数,得:

GFi
(fi(x~)+s(x~|Ci))<GFi

(fi(y)+s(y|Ci)),i∈I, (9)

因为λ≥0,由(9)式得:

∑
k

i=1
λiGFi

(fi(x~)+s(x~|Ci))<∑
k

i=1
λiGFi

(fi(y)+s(y|Ci)),i∈I。 (10)

由(y,λ,ξ,μ)在(NMWD′)的可行性,有:

∑
m

j=1
ξjGgj

(gj(x~))≦∑
m

j=1
ξjGgj

(gj(y))。 (11)

又因为x~∈D 且y∈D,所以:

∑
p

t=1
μtGht ht(x~( ))-∑

p

t=1
μtGht ht(y( ))≦0。 (12)

由(10)~(12)式结合F,g,ht 不变凸函数的定义,得:

∑
k

i=1
λiG′Fi(fi(y)+s(y|Ci))(Ñfi(y)+ωi)η(x

~,y)<0,i∈I, (13)

∑
m

j=1
ξjG′gj(gj(y))Ñgj(y)η(x

~,y)≦0,j∈J, (14)

∑
p

t=1
μtG′ht ht(y( )) Ñht(y)ηx~,( )y ≦0,t∈T(y), (15)

将(13)~(15)式左右两边相加:

∑
k

i=1
λiG′Fi fi(y)+s(y|Ci( )) Ñfi(y)+ω( )i +∑

m

j=1
ξjG′gj(gj(y))Ñgj ( )[ y +∑

p

t=1
μtG′ht(ht(y))Ñht( ) ]y ·ηx~,( )y ≦0

这与(y,λ,ξ,μ)是(NMWD′)的可行解矛盾。 证毕
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Abstract:[Purposes]TheimprovedMond-Weirtypedualproblemofaclassofnondifferentiablemultiobjectiveprogramswerestud-
ied.[Methods]TheimprovedMond-Weirtypedualproblemisformulated.G-invexassumptionwereusedtoestablishdualitytheo-
remsrelatingtheproblemandthedualproblemswhichbasedontheanalysisofMond-Weirtypedualproblem.[Findings]Weakdu-
alitytheorems,strongdualitytheoremandno-maximalconversedualitytheoremwereestablishedundersuitableconditions.[Con-
clusions]TheimprovedMond-Weirdualityresultswereprovedunderweakerassumptions.
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