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乘积空间动力性质的研究
*

周 双,金渝光

(重庆师范大学 数学科学学院,重庆401331)

摘要:【目的】研究(X×Y,f×g)和(X,f)及(Y,g)之间动力性质的关系。【方法】将个体空间的动力性质推广到乘积空间。
【结果】1)EP(f×g)=EP(f)×EP(g),其中EP(f)表示f的所有终于周期点的集合,EP(g)表示g的所有终于周期点

的集合;2)f×g为可扩的充分必要条件是f 与g 分别为可扩的;3)若环面连续自映射可以分解成两个圆周连续自映射,
则f1×f2 具有拓扑稳定性的充分必要条件是f1 与f2 分别具有拓扑稳定性;4)若f×g为极小的,则f与g 分别为极小

的。【结论】乘积空间与个体空间在终于周期点集、拓扑可扩上是等价的,其中在一定特殊条件下拓扑稳定性是等价的,但
在拓扑极小和拓扑传递的性质上却是不等价的。
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乘积空间动力性质的研究是拓扑动力系统的重要研究内容,对实际问题的研究也具有重要意义。例如在自

然界中,人类利用乘积空间的自映射来考察每种昆虫繁衍的整体规律性[1]。目前,对于这类问题已经有较多研

究结果。如:杨润生[2]的拓扑遍历与拓扑双重遍历;黎日松[3]研究得出的一些动力性质间的关系;史国民[4]的关

于乘积空间的一些注记;索宇等人[5]的拓扑空间中Devaney混沌的乘积性质;周楠等人[6]的周期点、非游荡点在

乘积系统中的保持性;冀占江[7]的关于乘积空间与拓扑群作用下逆极限空间的动力学性质;任蕴丽等人[8]的两

个符号半动力系统的乘积系统的动力学性质等等。本文在此基础上,进一步研究了乘积空间与个体空间动力性

质之间的关系,并得到一些有意义的结论。

1预备知识

下面的概念来源于文献[9-10]。
设(X,d1)和(Y,d2)都是紧致度量空间,f,g分别是空间X,Y 上的连续自映射,乘积空间X×Y 上的连续自

映射(f×g)(x,y)=(f(x),g(y))(x∈X,y∈Y),其中乘积空间的度量为

d((x1,y1),(x2,y2))=max{d1(x1,x2),d2(y1,y2)},
其中x1,x2∈X,y1,y2∈Y。

定义1 设x∈X,若存在正整数n使得fn(x)=x,则称x为f 的周期点。f的所有周期点的集合称为f 的

周期点集,记为P(f)。
定义2 设x∈X,若∃k∈Z+,使fk(x)∈P(f)时,则称x为f 的终于周期点。f的所有终于周期点的集合

称为f的终于周期点集,记为EP(f)。
定义3 若存在c>0满足x≠y,使得存在n∈Z满足d(fn(x),fn(y))>c,则称同胚f 为可扩的,c成为

f 的可扩常数。
定义4 设f:X→X 是紧致度量空间上的一个同胚,若∀ε>0,∃δ>0,对于g:X→X 是任意一个同胚且

d
~(f,g)=sup{d(f(x),g(x)):x∈X}<δ,使得存在连续映射h:X→X 满足h췍g=f췍h且d(h(x),x)<ε(∀x∈
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X),则称f是拓扑稳定的。
定义5 设(X,d)是度量空间,f:X→X 是一个同胚,设{xi}i∈Z是 X 中的一个序列,若∀i∈Z,d(f(xi),

xi+1)<δ,则称{xi}i∈Z是f的一个δ伪轨。
定义6 设x∈X,若d(fi(x),xi)<ε(∀i∈Z),则称{xi}i∈Z被x-ε跟踪。
定义7 若∀ε>0,∃δ>0,使得f的任一δ伪轨都能被X 中某点ε跟踪,则称f有伪轨跟踪性(Pseudo-or-

bit-tracingproperty),简记f有POTP。
定义8 设(X,f)为紧致系统,若∀x∈X,对任意非空的开集U,∃m∈N,有fm(x)∈U,则称f是极小的。
定义9 设(X,f)为紧致系统,若∃x∈X,对任意非空的开集U,∃m∈N,有fm(x)∈U,则称f为拓扑传递

的。

2结果

定理1 EP(f×g)=EP(f)×EP(g)。
证明 显然EP(f×g)⊂EP(f)×EP(g)。下面证EP(f×g)⊃EP(f)×EP(g)。

∀(x,y)∈EP(f)×EP(g),进而x∈EP(f),y∈EP(g),∃k1,k2∈Z+满足fk1(x)∈P(f),gk2(y)∈P(g)。
取l=k1+k2,又因为f(P(f))⊂P(f),g(P(g))⊂P(g),所以fl(x)∈P(f),gl(y)∈P(g)。即

(f×g)l(x,y)=(fl(x),gl(y))∈P(f)×P(g)=P(f×g),
进而(x,y)∈EP(f×g)。由于(x,y)的任意性,可知EP(f×g)⊃EP(f)×EP(g)。 证毕

定理2 f×g为可扩的充分必要条件是f 与g 分别为可扩的。
证明 (⇒):由f×g为可扩的,故∃c>0,∀(x1,y1)≠(x2,y2)∈X×Y,∃n∈Z,满足

d((f×g)n(x1,y1),(f×g)n(x2,y2))=max{d1(fn(x1),fn(x2)),d2(gn(y1),gn(y2))}>c,
因此当x1≠x2∈X,y1=y2∈Y 时,则d1(fn(x1),fn(x2))>c,即f为可扩的;当x1=x2∈X,y1≠y2∈Y 时,则

d2(gn(y1),gn(y2))>c,即g为可扩的。
(⇐):设c1,c2 分别为f与g 的可扩常数,不妨设c1≥c2。由于f与g 为可扩的,故∀x1≠x2∈X,y1≠y2∈

Y,∃n1,n2∈Z,满足d1(fn1(x1),fn1(x2))>c1,d2(gn2(y1),gn2(y2))>c2。
1)若x1≠x2,y1≠y2,取c=c2,n=n1,满足

d((f×g)n(x1,y1),(f×g)n(x2,y2))=max{d1(fn1(x1),fn1(x2)),d2(gn1(y1),gn1(y2))}>
d1(fn1(x1),fn1(x2))>c1≥c2;

2)若x1=x2,y1≠y2,取c=c2,n=n2,满足

d((f×g)n(x1,y1),(f×g)n(x2,y2))=max{d1(fn2(x1),fn2(x2)),d2(gn2(y1),gn2(y2))}>max{0,c2}=c2;
3)若x1≠x2,y1=y2,取c=c2,n=n1,满足

d((f×g)n(x1,y1),(f×g)n(x2,y2))=max{d1(fn1(x1),fn1(x2)),d2(gn1(y1),gn1(y2))}>max{c1,0}≥c2。
由以上知,∃c>0,∀(x1,y1)≠(x2,y2)∈X×Y,∃n∈Z,满足

d((f×g)n(x1,y1),(f×g)n(x2,y2))=max{d1(fn(x1),fn(x2)),d2(gn(y1),gn(y2))}>c,
即f×g可扩。 证毕

推论1 f×g为可扩的且POTP的充分必要条件是f与g 分别为可扩的且POTP。
证明 由定理2和文献[3]可以得出该推论。 证毕

定理3 若环面连续自映射可以分解成两个圆周连续自映射,任意同胚f1×f2:环T2→环T2,其中f1 与f2
分别是从圆周S到圆周S 的同胚,则f1×f2 具有拓扑稳定性的充分必要条件是f1 与f2 分别具有拓扑稳定性。

证明 (⇒):只需证对∀ε>0,∃δ1,δ2>0,若d
~(f1,g1)<δ1,d

~(f2,g2)<δ2(其中g1 和g2 是从S到S 的同

胚,则∃h1,h2:S→S的连续映射满足h1췍g1=f1췍h1,h2췍g2=f2췍h2 且d(h1(x),x)<ε,d(h2(x),x)<ε(∀x∈
S)。

因为d
~(f1,g1)<δ1,d

~(f2,g2)<δ2(这里的δ1,δ2 取f1×f2 具有拓扑稳定性所使用的δ),所以

d
~(f1×f2,g1×g2)=sup{max{d(f1(x1),g1(x1)),d(f2(x2),g2(x2))}:∀x1,x2∈S}<δ。

由于f1×f2 具有拓扑稳定性,故∃h:T2→T2 满足h췍(g1×g2)=(f1×f2)췍h且d(h(x),x)<ε(∀x∈T2)。

17第4期                  周 双,等:乘积空间动力性质的研究



又由于h=h1×h2,进而(h1×h2)췍(g1×g2)=(f1×f2)췍(h1×h2),因此h1췍g1=f1췍h1,h2췍g2=f2췍h2.且
d(h1(x),x)<ε,d(h2(x),x)<ε(∀x∈S),即f1 与f2 分别具有拓扑稳定性。

(⇐):只需证对∀ε>0,∃δ>0,若d
~(f1×f2,g)<δ(其中g:T2→T2 是一个同胚),则∃h:T2→T2 满足h췍g=

f1×f2췍h且d(h(x),x)<ε(∀x∈T2)。

因为d
~(f1×f2,g)<δ(其中δ=min{δ1,δ2}),所以

d
~(f1×f2,g)=d

~(f1×f2,g1×g2)=sup{max{d(f1(x1),g1(x1)),d(f2(x2),g2(x2))}:∀x1,x2∈S}<δ,

(其中g=g1×g2),进而d
~(f1,g1)<δ≤δ1,d

~(f2,g2)<δ≤δ2。
由于f1,f2 具有拓扑稳定性,故∃h1,h2:S→S 满足h1췍g1=f1췍h1,h2췍g2=f2췍h2 且d(h1(x),x)<ε,

d(h2(x),x)<ε(∀x∈S),进而∃h=h1×h2:T2→T2 满足h췍g=f1×f2췍h且d(h(x),x)<ε(∀x∈T2),即

f1×f2 具有拓扑稳定性。 证毕

注 此定理需要加特殊条件才能成立,例如一些环面非线性自映射就不能分解为两个圆周自映射的乘积。
定理4 若f×g为极小的,则f与g 分别为极小的。
证明 设U,V 分别是X,Y 中任意的非空开集,易知U×V 也是X×Y 中的非空开集。由于f×g为极小

的,故∀(x,y)∈X×Y,∃m∈N,使得(f×g)m(x,y)∈U×V。又因为(f×g)m(x,y)=(fm(x),gm(y)),所以

fm(x)∈U,gm(y)∈V。即f与g 分别为极小的。                    证毕

定理5 若f×g为拓扑传递的,则f与g 分别为拓扑传递的。
证明参见文献[5]。
定理4和定理5的结论反之不一定成立,比如f=g 为单位圆周上无理旋转,考虑圆周上的开集U=

(1,e
πi
4),V=(-1,e

5πi
4)。

3结论

对乘积空间理论的拓扑动力系统作了进一步的研究,得出了乘积空间与个体空间在终于周期点集、拓扑可

扩上是等价的,其中在一定特殊条件下拓扑稳定性是等价的,但在极小和拓扑传递的性质上却是不等价的。
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TheResearchofDynamicalPropertiesoftheProductSpace

ZHOUShuang,JINYuguang
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Itmainlystudiestherelationsofdynamicalpropertiesof(X×Y,f×g),(X,f),and(Y,g).[Methods]The
dynamicpropertiesoftheindividualspaceareextendedtotheproductspace.[Findings]1)EP(f×g)=EP(f)×EP(g),where
EP(f)andEP(g)areeventuallyperiodicpointssetsoffandg,respectively;2)f×gistopologicalexpansiveifonlyandiffand

garetopologicalexpansive,respectively;3)Ifacontinuousself-mappingoftoruscanbedecomposedintotwoconsecutivecircular
self-mapping,thenf1×f2istopologicalstabilityifonlyandiff1andf2aretopologicalstabilityrespectively;4)Iff×gisminimal,

thenfandgareminimal,respectively.[Conclusions]Thetopologicalexpansiveoftheproductspaceisthesameasthatoftheindi-
vidualspaceintheeventuallyperiodicpointsset,wherethetopologicalstabilityisequivalentundercertainspecialconditions,but
theminimalityandtopologicaltransitivityareisnotequivalentbetweentheproductspaceandtheindividualspace.
Keywords:eventuallyperiodicpoints;topologicalexpansive;topologicalstability
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