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摘要:【目的】研究实值函数的预不变凸性的一阶与二阶刻画问题。【方法】利用Lebourg中值定理与二阶Taylor定理。

【结果】首先,获得了不可微严格预不变凸函数和ρ-预不变凸函数的一阶刻画;然后,利用所获得的一阶刻画结论,得到了

这些函数在可微情形时的二阶刻画。【结论】所得的结果表明可微函数的预不变凸性和不变凸性之间有着密切的联系,不

可微函数的预不变凸性与非光滑的不变凸性也有密切关联。
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凸性理论对最优化理论影响非常深远,它在数理经济、对策论、工程技术和管理科学等方面都起着非常重要

的作用。研究凸性理论是数学规划的一个重要方向,而对不变凸性的研究又是凸性理论中的一项重要内容。

1981年,Hanson[1]第一个提出不变凸函数,而后被Craven[2]正式命名。1986年,Ben-Israel和 Mond[3]在研

究不变凸函数在非线性规划中的应用时,表明了预不变凸函数与不变凸函数的关系:即可微的预不变凸函数就

是不变凸函数。但文献[3]并没有给出预不变凸函数这个概念,而是由 Weir和 Mond[4]正式引入并使用的。

1995年,Mohan和Neogy[5]引入条件C,证明了在条件C下不变凸函数就是预不变凸函数。从而,对于可微函数

而言,当条件C成立时,预不变凸函数和不变凸函数是等价的,即:
命题1[3,5] 设K⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的不变凸集,f:S→R是一个可微函数,其中S是包含K 的开

集。

1)设η满足条件C,若f在K 上关于η是不变凸函数,则f在K 上关于相同的η是预不变凸函数。

2)若f在K 上关于η是预不变凸函数,则f在K 上关于相同的η是不变凸函数,即:

f(x)≥f(y)+Ñf(y)Tη(x,y),∀x,y∈K。 (1)
可见,预不变凸函数与不变凸函数有着密切联系,从而引起了人们对预不变凸性的极大关注。鉴于预不变

凸函数与不变凸函数的着密切关系,后来有不少学者也开始考虑严格预不变凸函数、半严格预不变凸函数等情

形,发现也有相似结论。

2001年,Yang和Li[6]给出了可微情形的半严格预不变凸函数的一个刻画。
命题2[6] 设K⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的开不变凸集,其中η满足条件C,设f:K→R是一个实值可微

函数且满足条件A。则f在K 上关于η是半严格预不变凸函数当且仅当:

∀x,y∈K:f(x)≠f(y),s.t.f(x)>f(y)+Ñf(y)Tη(x,y)。 (2)
如果把满足(2)式的函数称为半严格不变凸函数的话,那么上面的命题2就表明了可微半严格预不变凸函

数与半严格不变凸函数的密切联系。
类似地,2005年颜丽佳和刘芙萍[7]也得到了可微的强预不变凸函数与强不变凸函数的关系。
命题3[7] 设K⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的开不变凸集,f:K→R是一个实值函数。则:

1)设f在K 上是可微函数,若f在K 上关于η是强预不变凸函数,则f在K 上关于相同的η是强不变凸
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函数,即:ρ>0s.t.f(y)-f(x)≥Ñf(x)Tη(y,x)+ρη(y,x)2,∀x,y∈K。

2)设η满足条件C,若可微函数f在K 上关于η是强不变凸函数,则f在K 上关于相同的η是强预不变凸

函数。
由以上分析发现,对于可微函数,预不变凸性和不变凸性之间有着密切的联系。从而,可以利用不变凸函数

的已有结论去研究预不变凸函数,反之亦然。至少可以扩大预不变凸函数和不变凸函数的研究视角,因为预不

变凸函数和不变凸函数的定义方式有很大的不同。这也是本文处理预不变凸性的一阶刻画的原因之一,目前还

有严格预不变凸函数、ρ-预不变凸函数等相关结论处理的不够完善。
既然可微的预不变凸性和不变凸性之间有着密切的联系,那么当函数不可微的时候,预不变凸性与非光滑

的不变凸性是否也有关联呢? 事实上,也有类似的关联。本文余下部分均用Clarke次微分定义不变凸性,并称

为Clarke不变凸性。2006年,Jabarootian和Zafarani[8]提出了Banach空间中的Clarke(严格)不变凸函数、

Clarke拟不变凸函数、Clarke强不变凸函数概念,并讨论了它们与预不变凸性的关系。下面是Clarke不变凸函

数与预不变凸函数的关系。
命题4[8] 设X 是Banach空间,K⊆X 是关于η的非空不变凸集,f:K→R是局部Lipschitz函数。若f在

K 上关于η是Clarke不变凸函数且满足条件D,且η满足条件C,则f关于相同的η是预不变凸函数。若f在K
上关于η是预不变凸函数且η关于第2个变量连续,则f关于相同的η是Clarke不变凸函数。

2007年,刘彩平[9-10]沿袭文献[8]的做法,讨论了Clarke半严格(拟)不变凸函数与预(拟)不变凸函数的关

系。2012年,Soleimani-damaneh[11]也关注了预不变凸函数与非光滑不变凸函数之间的关系。值得注意的是,文
献[8]在给出预不变凸函数和Clarke不变凸函数的关系时,需要向量值映射η的一个连续性假设。文献[11]则
去掉这个连续性假设,表明由预不变凸函数只能获得弱Clarke不变凸函数。不过,文献[8]并没有考虑严格预不

变凸函数与ρ-预不变凸函数情形,所以本文打算处理这些情形。

2010年,赵克全[12]给出了一个二次连续可微的预不变凸函数的二阶刻画。
定理1[12] 设K⊆Rn 是关于η 的开不变凸集,f:K→R是二次连续可微的实值函数。如果η满足条件C,

f在K 上关于η满足条件D,则f在K 上关于相同的η是预不变凸函数等价于:

η(x,y)T Ñ2f(y)η(x,y)≥0,∀x,y∈K。
本文将跟随文献[12]的思路,讨论严格预不变凸函数与ρ-预不变凸函数在二次可微情形下的刻画情况,以

期得到预不变凸性的一种新的判别方法。

1预备知识

本文假设Rn 为n 维欧氏空间,R表示全体实数的集合,X 是一个Banach空间且赋予范数 · ,X*是其拓

扑对偶空间。[x,y]和(x,y)分别表示由x,y∈X 构成的线段和开线段,<·,·>表示空间X 与X*之间的对偶

对,intΩ 表示集合Ω 的拓扑内部。
定义1[4] 称K⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的不变凸集,若∀x,y∈K,∀α∈[0,1],s.t.y+αη(x,y)∈K。
定义2 设K⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的不变凸集,f:K→R是一个实值函数,则:

1)[6] 称f在K 上关于η是预不变凸函数,若∀x,y∈K,∀α∈[0,1],s.t.
f(y+αη(x,y))≤αf(x)+(1-α)f(y)。

2)[6] 称f在K 上关于η是严格预不变凸(或半严格预不变凸)函数,若∀x,y∈K:x≠y(或f(x)≠f(y)),

∀α∈(0,1),s.t.f(y+αη(x,y))<αf(x)+(1-α)f(y)。

3)若∃ρ∈R,∀x,y∈K,∀α∈[0,1],s.t.
f(y+αη(x,y))≤αf(x)+(1-α)f(y)-ρα(1-α)η(x,y)2,

称f在K 上关于η是ρ-预不变凸函数。若ρ>0时,则f就是强预不变凸函数[7]。
定义3[5] 称向量值映射η:Rn×Rn→Rn 满足条件C,若∀x,y∈Rn,∀α∈[0,1],有:C1:η(y,y+αη(x,y))=

-αη(x,y);C2:η(x,y+αη(x,y))=(1-α)η(x,y)。
定义4[13] 设K⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的不变凸集,称f:K→R在K 上关于η满足条件D,若∀x,y∈

K,有f(y+η(x,y))≤f(x)。
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性质1[14-15] 若向量值映射η:Rn×Rn→Rn 满足条件C,则:

ηy+α1η(x,y),y+α2η(x,y( ))=(α1-α2)η(x,y),∀x,y∈Rn,∀α1,α2∈[0,1]。
在性质1中取α2=0,则有:
性质2 若向量值映射η:Rn×Rn→Rn 满足条件C,则:

ηy+αη(x,y),( )y =αη(x,y),∀x,y∈Rn,∀α∈[0,1]。
定义5[16-17] 称函数φ:X→R在x∈X 附近是局部Lipschitz或Lipschitz连续的,如果存在x的一个邻域U

以及实数k≥0(称k为秩)使得 φ(y)-φ(x)≤ky-x ,∀x,y∈U。如果φ在X 的每一点附近都是局部Lips-
chitz的,则称φ是X 上的局部Lipschitz函数。

定义6[16] 假定φ:X→R在x∈X 附近是局部Lipschitz的,则:

1)φ在x处沿方向d∈X 的Clarke广义方向导数,记为φ0(x;d),定义为:

φ0(x;d):=limsup
x→x
t↓0

φ(x+td)-φ(x)
t

。

2)φ在x处的Clarke次微分(又称为Clarke广义梯度),记为∂cφ(x),定义为:

∂cφ(x)∶={ξ∈X*∣φ0(x;d)≥<ξ,d>,∀d∈X},
其中ξ通常被称为Clarke次梯度。

引理1[8,16] 假定φ,ψ:X→R在x∈domφ∩domψ附近是局部Lipschitz的(秩为k),则:

1)∂cφ(x)是X*中的非空弱*紧凸集且 ξ *≤k,∀ξ∈∂cφ(x);

2)∂c(aφ)(x)=a∂cφ(x),∀a∈R;∂c(φ+ψ)(x)⊆∂cφ(x)+∂cψ(x);

3)φ0(x;d)=max{<ξ,d>∣ξ∈∂cφ(x)},∀d∈X;

4)设序列{xi}i∈I⊆X 和序列{ξi}i∈I⊆X*满足ξi∈∂cφ(xi),∀i∈I。如果{xi}i∈I收敛到x,并且ξ是{ξi}i∈I的
弱*接触点,则有ξ∈∂cφ(x)。

定理2(Lebourg中值定理)[16] 设x,y∈X,如果函数f:X→R在包含线段[x,y]的一个开集上是局部Lip-
schitz的,则存在u∈(x,y)使得f(y)-f(x)∈<∂cf(u),y-x>。

定义7[18-19] 设K⊆Rn 是非空集合,f:K→R是一个实值函数,x∈intK,则:

1)称f在x是可微的,如果存在一个向量Ñf(x)∈Rn(称为f在x处的梯度或一阶导数)以及一个函数α满足

α(x;x-x)→0(x→x),使得f(x)=f(x)+Ñf(x)T(x-x)+ x-xα(x;x-x),∀x∈K,其中梯度向量Ñf(x)由

偏导数构成,即:Ñf(x)T= ∂f
(x)
∂x1

,∂f(x)
∂x2

,…,∂f(x)
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
。

2)称f在x是二次可微的,若存在一个梯度向量Ñf(x),一个n×n对称矩阵H(x)(称为f在x处的 Hessian
矩阵或者二阶导数)及一个函数α满足α(x;x-x)→0(x→x),使得:

f(x)=f(x)+Ñf(x)T(x-x)+12
(x-x)TH(x)(x-x)+ x-x 2α(x;x-x),∀x∈K。

其中,Hessian矩阵H(x)(又记为Ñ2f(x))的第i行第j列是二阶偏导∂
2f(x)
∂xi∂xj

。

定理3(二阶Taylor定理)[18-19] 设K⊆Rn 是非空开集,f:K→R二次可微。则对任意的x,y∈K,存在α∈

(0,1)使得z=αx+(1-α)y且满足f(y)=f(x)+Ñf(x)T(y-x)+12
(y-x)TH(z)(y-x),其中H(z)为f在z

处的Hessian矩阵。
如无特别说明,本文用到的“可微”是指Clarke[16]的著作《OptimizationandNonsmoothAnalysis》中的“连续

可微”。由此文献的命题2.2.4和推论可保证在“连续可微”的时候Clarke次微分是单点集,就是通常所说的(一
阶)导数或者梯度Ñf(·)。

定义8 设K⊆X 是一个开集,f:K→R是局部Lipschitz函数,η:X×X→X 是一个事先给定的向量值映

射,ρ≠0是一个给定的实数。则:

1)[8,11] 称f在K 上关于η是Clarke不变凸,若∀x,y∈K,∀ξ∈∂cf(x),s.t.
f(y)-f(x)≥<ξ,η(y,x)>。 (3)
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若有f(y)-f(x)><ξ,η(y,x)>对任意的y≠x成立,则称f是Clarke严格不变凸。

2)[11] 称f在K 上关于η 是Clarke弱不变凸,若∀x,y∈K,∃ξ∈∂cf(x),s.t.(3)式成立。若有f(y)-
f(x)><ξ,η(y,x)>对任意的y≠x成立,则称f是Clarke弱严格不变凸。

3)[8] 称f在K 上关于η是Clarkeρ-不变凸(ρ≠0),若∀x,y∈K,∀ξ∈∂cf(x),s.t.
f(y)-f(x)≥<ξ,η(y,x)>+ρη(y,x)2。 (4)

若有f(y)-f(x)><ξ,η(y,x)>+ρη(y,x)2 对任意的y≠x成立,则称f是Clarke严格ρ-不变凸。

4)称f在K 上关于η 是Clarke弱ρ-不变凸(ρ≠0),若∀x,y∈K,∃ξ∈∂cf(x),s.t.(4)式成立。若有

f(y)-f(x)><ξ,η(y,x)>+ρη(y,x)2 对任意的y≠x成立,则称f是Clarke弱严格ρ-不变凸。
注1 若f 是K 上的可微函数,则∂cf(x)={Ñf(x)}。于是在定义8中将次微分“ξ”全部更换为梯度

“Ñf(x)”,则对应于情形1)、2)的函数称为(严格)不变凸函数[1,20];对应于情形3)、4)的函数称为(严格)ρ-不变凸

函数(当ρ>0时就是文献[20]中的强不变凸函数)。

2非光滑预不变凸性的一阶刻画

若无特说明的话,本节均假设K⊆X 是非空子集,η:X×X→X 是一个给定的向量值映射。从引言部分得

知,非光滑情形的预不变凸函数、半严格预不变凸函数的一阶刻画已经获得。下面重点讨论严格预不变凸函数

和ρ-预不变凸函数。
文献[8]的引理3.2与引理3.3已经讨论过严格预不变凸函数的一阶刻画,即下面的定理4的1)和3)。不

过,下面将再次给出结论1)的证明,原因有两条:其一,文献[8]引理3.2中的条件D是多余的;其二,文献[8]引
理3.2给出了Clarke强不变凸情形的证明,表明Clarke严格不变凸的证明可以类似地得到。然而,事实上还需

要做一些必要的讨论———只有符合“y≠x”这个基本条件后才能使用严格不变凸性去获得结论。
定理4 设K 是关于η的开不变凸集,f:K→R是局部Lipschitz函数。

1)[8] 设η满足条件C,若f在K 上关于η是Clarke严格不变凸函数,即∀x,y∈K:x≠y,∀ξ∈∂cf(x),s.t.
f(y)>f(x)+<ξ,η(y,x)>, (5)

则f在K 上关于相同的η是严格预不变凸函数。

2)若f在K 上关于η是严格预不变凸函数,则f在K 上关于相同的η是Clarke弱不变凸函数,即∀x,y∈
K,∃ξ∈∂cf(x),s.t.f(y)≥f(x)+<ξ,η(y,x)>。

3)[8] 若f在K 上关于η是严格预不变凸函数,且η关于第2个变量是连续的,则f在K 上关于相同的η是

Clarke严格不变凸函数。
证明 1)设f在K 关于η是Clarke严格不变凸函数。任意取定x,y∈K:x≠y,任意取定λ∈(0,1)。令

z=y+λη(x,y),由于K 是关于η的不变凸集,则有z∈K。
首先,当x≠y时,x=z与y=z不能同时成立。事实上,若x=z与y=z同时成立时,那么x=z=y,与x≠y

相矛盾。下面分3种情形讨论。

i)当x≠z,y=z时。由于y=z,则:

f( )y =f( )z 。 (6)
注意到λ≠0及y=z,由条件C得0=η(y,z)=η(y,y+λη(x,y))=-λη(x,y)。从而有:

η(x,y)=η(x,z)=0。 (7)
由于x≠z,由(5),(7)式得:

f(x)>f(z)+<ξ,η(x,z)>=f(z),∀ξ∈∂cf(z)。 (8)
由(6)式和(8)式得λf(x)+(1-λ)f(y)>λf(z)+(1-λ)f(z)=f(z)=f(y+λη(x,y))。

ii)当x=z,y≠z时,与情形i)类似,略。

iii)当x≠z并且y≠z时。由(5)式以及条件C得:

f(x)>f(z)+<ξ,η(x,z)>=f(z)+(1-λ)<ξ,η(x,y)>,∀ξ∈∂cf(z), (9)

f(y)>f(z)+<ζ,η(y,z)>=f(z)-λ<ζ,η(x,y)>,∀ζ∈∂cf(z)。 (10)
对于ξ∈∂cf(z),用λ,1-λ分别乘以(9)式和(10)式,再相加得:
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λf(x)+(1-λ)f(y)>f(z)+λ(1-λ)<ξ,η(x,y)>-λ(1-λ)<ξ,η(x,y)>=f(z)=f(y+λη(x,y))。
综上可得,f在K 上关于η是严格预不变凸函数。

2)设f在K 上关于η是严格预不变凸函数,任取x,y∈K,下面分两种情况讨论。

i)若η(x,y)=0,因为f是严格预不变凸函数,则f(y)=f(y+λη(x,y))<λf(x)+(1-λ)f(y),∀λ∈(0,1)。
从而,0<λ[f(x)-f(y)],∀λ∈(0,1)。所以,f(x)-f(y)>0=<ξ,η(x,y)>,∀ξ∈∂cf(y)。

ii)若η(x,y)≠0,于是y+λη(x,y)≠y,∀λ∈(0,1)。因为f是严格预不变凸函数,则:

f(y+λη(x,y))<λf(x)+(1-λ)f(y),∀λ∈(0,1)。
从而,

f(y+λη(x,y))-f(y)
λ <f(x)-f(y),∀λ∈(0,1)。 (11)

由于f在K 上是局部Lipschitz的,则存在θ∈(0,1)及包含线段[y+λη(x,y),y](∀λ∈(0,θ))的开集S使得f
在S 上是局部Lipschitz的。于是由Lebourg中值定理(定理2),∀λ∈(0,θ),∃zλ∈[y+λη(x,y),y),s.t.
f(y)-f(y+λη(x,y))∈<∂cf(zλ),y-(y+λη(x,y))>。则∃ξλ∈∂cf(zλ),s.t.

f(y)-f(y+λη(x,y))=<ξλ,y-(y+λη(x,y))>=-λ<ξλ,η(x,y)>。
所以,

f(y+λη(x,y))-f(y)=λ<ξλ,η(x,y)>。 (12)
由(11)式和(12)式得:

f(x)-f(y)>f
(y+λη(x,y))-f(y)

λ =<ξλ,η(x,y)>,∀λ∈(0,θ)。 (13)

由于∂cf(zλ)是X*中的非空弱*紧凸集,则序列{ξλ}是弱*收敛的,设序列{ξλ}的弱*接触点为ξ。注意到

lim
λ↓0

zλ=y,于是由引理1得ξ∈∂cf(y)。所以,在(13)式中取λ↓0的极限得f(x)-f(y)≥<ξ,η(x,y)>。

综上可得,∀x,y∈K,∃ξ∈∂cf(y),s.t.f(x)-f(y)≥<ξ,η(x,y)>,故f是Clarke弱不变凸的。

3)证明参见文献[8]的引理3.3。 证毕

可微情形的严格预不变凸函数的刻画已由文献[15]的定理5.3.13获得,即下述命题。
命题5[15] 设K⊆Rn 是关于η的开不变凸集,f:K→R是一个实值可微函数。

1)若f在K 上关于η是严格不变凸函数,且η满足条件C,则f在K 上关于相同的η 是严格预不变凸函

数。

2)若f在K 上关于η是严格预不变凸函数,则f在K 上关于相同的η是严格不变凸函数,即:

∀x,y∈K:x≠y,s.t.f(x)>f(y)+ Ñf(y)Tη(x,y)。 (14)
接下来,讨论ρ-预不变凸函数的一阶刻画。与前面的Clarke严格预不变凸情形类似,虽然文献[8]的引理

3.2与引理3.3已经讨论过了,但还是有必要讨论一下情形2)。
定理5 设K 是关于η的开不变凸集,f:K→R是局部Lipschitz函数,实数ρ≠0。

1)[8] 设η满足条件C,若f在K 上关于η是Clarkeρ-不变凸函数,即:

∀x,y∈K,∀ξ∈∂cf(x),s.t.f(y)≥f(x)+<ξ,η(y,x)>+ρη(y,x)2,
则f在K 上关于相同的η是ρ-预不变凸函数。

2)若f在K 上关于η是ρ-预不变凸函数,则f在K 上关于相同的η是Clarke弱ρ-不变凸函数,即:

∀x,y∈K,∃ξ∈∂cf(x),s.t.f(y)≥f(x)+<ξ,η(y,x)>+ρη(y,x)2。

3)[8] 若f在K 上关于η是ρ预不变凸函数,且η关于第2个变量是连续的,则f 在K 上关于相同的η 是

Clarkeρ-不变凸函数。
证明 1)参见文献[8]的引理3.2,不过条件D不需要。

2)设f在K 上关于η是ρ-预不变凸函数,任取x,y∈K,下面分两种情况讨论:

i)若η(x,y)=0,因为f是ρ-预不变凸函数,则:

f(y)=f(y+λη(x,y))≤λf(x)+(1-λ)f(y)-ρλ(1-λ)η(x,y)2=
λf(x)+(1-λ)f(y),∀λ∈(0,1)。
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从而,0≤λ[f(x)-f(y)],∀λ∈(0,1)。所以,

f(x)-f(y)≥0=<ξ,η(x,y)>+ρη(x,y)2,∀ξ∈∂cf(y)。

ii)若η(x,y)≠0,因为f是ρ-预不变凸函数,则:

f(y+λη(x,y))≤λf(x)+(1-λ)f(y)-ρλ(1-λ)η(x,y)2,∀λ∈(0,1)。
从而,

f(y+λη(x,y))-f(y)
λ ≤f(x)-f(y)-ρ(1-λ)η(x,y)2,∀λ∈(0,1)。 (15)

与定理4的证明相似,由f的局部Lipschitz性质与Lebourg中值定理得:

∃θ∈(0,1),∀λ∈(0,θ),∃zλ∈[y+λη(x,y),y),∃ξλ∈∂cf(zλ),s.t.(12)式成立,
即f(y+λη(x,y))-f(y)=λ<ξλ,η(x,y)>。再结合(15)式得:

f(x)-f(y)-ρ(1-λ)η(x,y)2≥f
(y+λη(x,y))-f(y)

λ =<ξλ,η(x,y)>,∀λ∈(0,θ)。 (16)

同样的,设序列{ξλ}的弱*接触点为ξ。注意到lim
λ↓0

zλ=y,于是由引理1得ξ∈∂cf(y)。在(16)式中取λ↓0

的极限得f(x)-f(y)≥<ξ,η(x,y)>+ρη(x,y)2。
综上可得,∀x,y∈K,∃ξ∈∂cf(y),s.t.f(x)-f(y)≥<ξ,η(x,y)>+ρη(x,y)2。

3)参见文献[8]的引理3.3。 证毕

当f为可微函数时,由定理5可以得到ρ-预不变凸函数的一阶刻画。
命题6 设K 是关于η的开不变凸集,f:K→R是一个可微实值函数,实数ρ≠0。

1)设η满足条件C,f在K 上关于η是ρ-不变凸函数,则f在K 上关于相同的η是ρ-预不变凸函数。

2)若f在K 上关于η是ρ-预不变凸函数,则f在K 上关于相同的η是ρ-不变凸函数,即:

f(x)≥f(y)+Ñf(y)Tη(x,y)+ρη(x,y)2,∀x,y∈K。 (17)
当ρ>0时,命题6恰好是文献[7]的定理3与定理4所获得的强预不变凸函数与强不变凸函数的关系。在

命题6中取η(x,y)=x-y,就可以得到可微ρ-凸函数的一阶刻画。特别地,当ρ>0时,恰好就是文献[18]得到

的可微强凸函数的刻画。

3可微预不变凸性的二阶刻画

若无特说明的话,本节均假设K⊆Rn 是非空子集,η:Rn×Rn→Rn 是一个给定的向量值映射。
关于二次可微的预不变凸函数,文献[12]已经给出了它的一个二阶刻画,即引言中的定理1。现在给出定理1

的另一个证明,这个证明基于可微预不变凸函数的一阶刻画结论(即命题1)。
证明(定理1) 必要性。设f在K 上关于η是预不变凸函数。任意取定x,y∈K,若η(x,y)=0,则结论显

然成立,故只需证明η(x,y)≠0的情形。由于K 是关于η的不变凸集,则y+λη(x,y)∈K,∀λ∈(0,1]。由命题

1以及性质2得:

f(y+λη(x,y))≥f(y)+Ñf(y)Tη(y+λη(x,y),y)=f(y)+λÑf(y)Tη(x,y),∀λ∈(0,1]。 (18)
由于f在K 上是二次连续可微的,对于y,y+λη(x,y)而言有:

f(y+λη(x,y))=f(y)+Ñf(y)T[y+λη(x,y)-y]+
1
2
[y+λη(x,y)-y]T Ñ2f(y)[y+λη(x,y)-y]+ y+λη(x,y)-y 2α(y;y+λη(x,y)-y)=

f(y)+λÑf(y)Tη(x,y)+
1
2λ

2η(x,y)T Ñ2f(y)η(x,y)+λ2 η(x,y)2α(y;λη(x,y)),∀λ∈(0,1]。 (19)

其中,

lim
y+λη(x,y)→y

α(y;y+λη(x,y)-y)=0。

由y+λη(x,y)→y知λη(x,y)→0。由于η(x,y)≠0,从而有λ↓0。反过来,当λ↓0时,有λη(x,y)→0,进而有

y+λη(x,y)→y。于是λ↓0等价于y+λη(x,y)→y。从而有:

lim
y+λη(x,y)→y

α(y;y+λη(x,y)-y)=lim
λ↓0

α(y;λη(x,y))=0。 (20)
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由(18),(19)式得1
2λ

2η(x,y)T Ñ2f(y)η(x,y)+λ2 η(x,y)2α(y;λη(x,y))≥0,∀λ∈(0,1]。于是,

1
2η
(x,y)T Ñ2f(y)η(x,y)+ η(x,y)2α(y;λη(x,y))≥0,∀λ∈(0,1]。 (21)

在(21)式中取λ↓0的极限,结合(20)式得η(x,y)T Ñ2f(y)η(x,y)≥0。
综上可得,∀x,y∈K,η(x,y)T Ñ2f(y)η(x,y)≥0。
充分性。取∀x,y∈K,假设:

η(x,y)T Ñ2f(y)η(x,y)≥0。 (22)
由于f在K 上是二次连续可微的,结合(19)式与(22)式,由二阶Taylor定理(定理3),并使用条件C与条件D

得,存在λ
~
∈(0,1)使得y+λ

~

η(x,y)∈K 且:

f(x)≥f(y+η(x,y))=f(y)+Ñf(y)Tη(x,y)+
1
2η
(x,y)T Ñ2f(y+λ

~

η(x,y))η(x,y)=

f(y)+Ñf(y)Tη(x,y)+
1
2
-1

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷~ η(y,y+λ

~

η(x,y))T Ñ2f(y+λ
~

η(x,y))-
1
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷~ η(y,y+λ

~

η(x,y))=

f(y)+Ñf(y)Tη(x,y)+
1
2λ
~2η(y,y+λ

~

η(x,y))T Ñ2f(y+λ
~

η(x,y))η(y,y+λ
~

η(x,y))≥f(y)+Ñf(y)Tη(x,y)。

(23)
由x,y∈K 的任意性,得到命题1中的(1)式。所以,f在K 上关于η是预不变凸函数。 证毕

下面,讨论严格预不变凸函数的二阶刻画,这个结论需要借助命题5来获得。
定理6 设K⊆Rn 是关于η的开不变凸集,f:K→R是二次连续可微的实值函数。假设η满足条件C,f在

K 上关于η满足条件D。当x≠y时η(x,y)≠0。若:

∀x,y∈K:x≠y,s.t.η(x,y)T Ñ2f(y)η(x,y)>0。 (24)
则f在K 上关于相同的η是严格预不变凸函数。

证明 任取x,y∈K:x≠y,假设(24)式成立。由已知得η(x,y)≠0,从而y+λη(x,y)≠y,∀λ≠0。由于

f在K 上是二次连续可微的,参照定理1的充分性的证明,由二阶Taylor定理(定理3)得,存在λ
~
∈(0,1)使得

y+λ
~

η(x,y)∈K 且使得(23)式成立,再结合(24)式得:

f(x)≥f(y)+Ñf(y)Tη(x,y)+
1
2λ
~2η(y,y+λ

~

η(x,y))T Ñ2f(y+λ
~

η(x,y))η(y,y+λ
~

η(x,y))>

f(y)+Ñf(y)Tη(x,y)。
由x,y∈K 的任意性,得到命题5中的(15)式,所以f在K 上关于η是严格不变凸函数。 证毕

最后,讨论可微的ρ-预不变凸函数的二阶刻画,这个结论需要借助可微ρ-预不变凸函数的一阶刻画(即命题

6)来获得。
定理7 设K⊆Rn 是关于η的开不变凸集,f:K→R是二次连续可微的实值函数,实数ρ≠0。如果η满足条

件C,f在K 上关于η满足条件D,则f在K 上关于相同的η是ρ-预不变凸函数等价于:

η(x,y)T[Ñ2f(y)-2ρI]η(x,y)≥0,∀x,y∈K,
其中I表示单位矩阵。

证明 必要性。设f在K 上关于η是ρ-预不变凸函数。任取x,y∈K,若η(x,y)=0,则结论显然成立,故
只需证明η(x,y)≠0的情形。由于K 是关于η的不变凸集,则y+λη(x,y)∈K,∀λ∈(0,1]。由命题6以及条

件C得:

f(y+λη(x,y))≥f(y)+Ñf(y)Tη(y+λη(x,y),y)+ρη(y+λη(x,y),y)2=

f(y)+λÑf(y)Tη(x,y)+ρλ2 η(x,y)2,∀λ∈(0,1] (25)
由于f在K 上是二次连续可微的,类似于定理1的证明,同样有(19),(20)式成立,再结合(25)式可得:

1
2λ

2η(x,y)T Ñ2f(y)η(x,y)+λ2 η(x,y)2α(y;λη(x,y))≥ρλ2 η(x,y)2,∀λ∈(0,1]。
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注意到lim
λ↓0

α(y;λη(x,y))=0。于是,

1
2η
(x,y)T Ñ2f(y)η(x,y)+ η(x,y)2α(y;λη(x,y))≥ρη(x,y)2,∀λ∈(0,1]。 (26)

在(26)式中取λ↓0的极限得η(x,y)T Ñ2f(y)η(x,y)≥2ρη(x,y)2=2ρη(x,y)Tη(x,y)。
综上可得,∀x,y∈K,η(x,y)T[Ñ2f(y)-2ρI]η(x,y)≥0。
充分性。取∀x,y∈K,假设η(x,y)T[Ñ2f(y)-2ρI]η(x,y)≥0,即有:

η(x,y)T Ñ2f(y)η(x,y)≥2ρη(x,y)2。 (27)

由于f在K 上是二次连续可微的,参照定理1的充分性的证明,由二阶Taylor定理(定理3)得,存在λ
~
∈(0,1),

使得y+λ
~

η(x,y)∈K 且使得(23)式成立,再结合(27)式得:

f(x)≥f(y)+Ñf(y)Tη(x,y)+
1
2λ
~2η(y,y+λ

~

η(x,y))T Ñ2f(y+λ
~

η(x,y))η(y,y+λ
~

η(x,y))≥

f(y)+Ñf(y)Tη(x,y)+
1
2λ
~2
2ρη(y,y+λ

~

η(x,y))2=f(y)+Ñf(y)Tη(x,y)+ρη(x,y)2。

由x,y∈K 的任意性,得到命题6中的(17)式,所以f在K 上关于η是ρ-预不变凸函数。 证毕

4结语

本文利用Lebourg中值定理以及二阶Taylor定理,得到了预不变凸性的一阶与二阶刻画。其中,一阶刻画

结论表明,预不变凸性和不变凸性之间有着密切的联系。结论可大致表述为(当条件C成立时):不可微情形时,

Clarke不变凸性→预不变凸性→弱Clarke不变凸性;可微情形时(Clarke不变凸性就是通常所说的不变凸性),
预不变凸性↔不变凸性。原因在于,当函数为局部Lipschitz但是不可微时,其Clarke次梯度不唯一,所以出现

了预不变凸性和不变凸性的不对等情况;当函数可微的时候,由于此时具有唯一的(次)梯度,所以可获得两类函

数的等价性。所以,寻找不可微情形时两类函数的等价条件值得进一步研究。
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FirstOrderandSecondOrderCharacterizationsofPreinvexity

YANGYuhong
(SchoolofMathematicsandStatistics,YangtzeNormalUniversity,Chongqing408100,China)

Abstract:[Purposes]Thepurposeistoprovideprovidesomefirstorderandsecondordercharacterizationsofpreinvexityforrealval-
uedfunctions.[Methods]ItmakesuseofLebourgMeanValueTheoremandSecondOrderTaylorTheorem.[Findings]Firstly,

firstordercharacterizationsofnondifferentiablestrictlypreinvexfunctionsandρ-preinvexfunctionsaregot.Then,owingtothefirst

orderresultsalreadygot,somesecondordercharacterizationsofthesefunctionsareobtained.[Conclusions]Thesecharacterizations

showthatthereiscloseconnectionbetweenpreinvexityandinvexityindifferentiableandnonsmoothcase.
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