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摘要:【目的】为研究大量不建立在统计基础上的不确定数学问题建立更好的数学工具。【方法】将模糊集与半群代数相结

合并从一个全新的角度将最接近群定义的Clifford半群模糊化。即从模糊关系的角度研究E-模糊Clifford半群。【结果】
有效地将模糊关系与Clifford半群联系起来,并结合模糊关系的可离性进一步给出可离E-模糊Clifford半群的概念及相

关代数性质。【结论】E-模糊Clifford半群作为模糊代数的一个全新的扩充,不但能从一个全新的角度研究半群代数理

论,也为解决模糊数学的应用问题提供了一个新的思路。
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Zadeh在1965年引入一个全新的数学概念———模糊集[1],并介绍了模糊集的各种代数运算及性质。随后模

糊集的理论及应用研究成为数学、计算机、经济和社会等众多领域的研究热点并获得丰富的研究成果[2-3]。关于

模糊集与各类代数结构结合的研究成果,如模糊群、模糊格等特别丰富[4-8]。
半群代数作为一种群结构的弱化,因为它对二元运算仅要求结合律成立,故应用范围比群要广泛得多,尤其

是在组合数学、计算机科学等领域,半群代数理论的研究方法与群的研究方法有很大区别,获得的研究成果也非

常的丰富多样[9-11]。本文试图将模糊集与半群代数相结合并从一个全新的角度将最接近群定义的著名半群———

Clifford半群模糊化。即从模糊等式的角度研究E-模糊Clifford半群,目前这一类的研究还不多见。

E-模糊Clifford半群作为模糊代数的一个全新的扩充,不但能从一个全新的角度研究半群代数理论,也为解

决模糊数学的应用问题提供了一个新的思路。在处理大多现实问题中由于信息的不确定性和模糊性导致难度

加大,模糊集及其扩充相继被提出后,为这类问题的解决提供了一个新的方向,然而这些工具仍有其局限之处。
所以寻求这些现实问题的更优的求解,需要不断地建立更好的工具。E-模糊代数及其扩充可以被应用于诸多领

域,如决策分析、聚类、模式识别等。这些新的工具,对很多以前无法解决的现实问题,开辟了一个新的方向。

1预备知识

定义1[8] 设U 为论域,映射A:U→[0,1]称为U 的一个模糊子集,简称为F 集,映射A 称为F 集A 的隶属

函数,A(x)称为x关于A 的隶属度。论域U 上的所有F 集记为F(U)。这里的F 集A={(x,A(x)|x∈U}。
定义2[8] 设U,V 为两个论域,隶属函数R:U×V→[0,1],R 为U 到V 的一个模糊关系,简称为F 关系,记

为R,即R∈F(U×V)。对(x,y)∈U×V,称R(x,y)为x对y 具有关系R 的相关程度。特别地,若U=V,即R:

U×U→[0,1],称R 为U 上的(二元)F 关系。
定义3[8] 设R∈F(U×U),r∈F(U),若∀x,y∈U,有R(x,y)≤r(x)∧r(y),则称R 为r上的模糊关系。

若R 满足:

1)R 是弱F自反,即∀x,y∈U,R(x,y)≤r(x,x)且R(x,x)=r(x);

2)R 是F对称,即∀x,y∈U,R(x,y)=R(y,x);

3)R 是F传递,即∀x,y,z∈U,R(x,y)∧R(y,z)≤R(x,z),(“∧”表示取下确界);
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称R 为U 上的弱模糊等价关系,简称弱F等价关系,记为R,即R∈E(U×U)。
若R∈E(U×U),则有∀x,y∈U,R(x,y)≤r(x)∧r(y)成立,称R 具有严格性。若R 满足:R(x,y)=R(x,

x)=R(y,y)⇒x=y,称R 具有可离性。
定义4[3] 若R∈E(U×U),令(U,R)={R(x,y)|∀x,y∈U},则称(U,R)为E-模糊集(E-仅代表模糊结

构,即弱F等价关系)。特别地,若R 满足可离性,称(U,R)为可离E-模糊集。
例1 设A 为非空集合,L为有界集,映射E:A×A→L,∀a,b∈A,E(a,b)=min{a,b}。
不难证明E 为弱F等价关系且满足可离性,故(A,E)为可离E-模糊集。
定义5[12] 设S为非空集合且具有二元运算(·),若二元运算满足结合律,即∀a,b,c∈S,(ab)c=a(bc),称

S为半群。若半群S还具有一元运算(-1)且满足:1)(a-1)-1=a;2)aa-1a=a;3)aa-1=a-1a;4)(aa-1)
(bb-1)=(bb-1)(aa-1)。称S为Clifford半群。

引理1[12] 设S为半群,下面几个条件等价:1)S是Clifford半群;2)S是群的半格;3)S是群的强半格;4)

S是正则的且S 的幂等元是中心幂等元。
这里的Clifford半群S = [Y,Sα,φα,β],其中Y 为半格,Sα 为S 的非交子群,并记子群Sα 的单位元为

a0(∀a∈Sα)。易知α,β∈Y,α≥β,φα,β:Sα→Sβ 为同态映射且对a∈Sγ,b∈Sδ,ab=(aφγ,γδ)(bφδ,γδ)。
定义6 若μ为Clifford半群S 的模糊集且对任意的a,b∈S,有:1)μ(ab)≥μ(a)∧μ(b);2)μ(a-1)≥

μ(a);3)(∀α∈Y)μ(a0)=1。则称S为模糊Clifford半群。
类似地,若对 S 上的弱 F 等价关系 R 有:1)R(a1…an,b1…bn)≥∧{R(ai,bi)|i = 1,2,…n};

2)R((a1…an)-1,(a1…an)-1)≥R(a1…an,a1…an);3)R(a0,a0)=1。则称R 与S 的运算是相容的,即S为模

糊Clifford半群。

2主要结果及证明

本节给出E-模糊Clifford半群的定义及其判定条件,将模糊等式的可离性与其相结合,从而把弱F等价关

系与论域中的元素间关系联系起来进而得到一系列方便有效的结论,为研究模糊数学问题[13-16]提供思路。
定义7 设S为具有一个二元运算(·)及两个一元运算(-1),(0)的代数结构,令SR=(S,·,0,-1,R),其

中R 为S 上的弱F等价关系。Clifford半群显然也是这样一个代数结构,但这里不要求S为Clifford半群。若

∀x,y,z∈S有:1)R(x·(y·z),(x·y)·z)≥r(x)∧r(y)∧r(z);2)R(xx0,x)≥r(x)且R(x0x,x)≥r(x);
3)R(xx-1,x0)≥r(x)且R(x-1x,x0)≥r(x)。称SR 为E-模糊Clifford半群。若R 满足可离性,则称SR 为可

离E-模糊Clifford半群。若∀x∈S,R(x·x,x)≥r(x),称x为SR 的中心。
引理2 若SR 为E-模糊Clifford半群当且仅当下列条件成立:1)R(x·(y·z),(x·y)·z)≥r(x)∧r(y)∧

r(z);2)R(xx0,x)≥r(x);3)R(xx-1,x0)≥r(x)。
证明 由定义7知,必要性成立。下证充分性。
首先证明R(x-1x,x0)≥r(x):R((x-1x)x0,x-1x)≥r(x-1x)≥r(x-1)∧r(x)=r(x)。由对称性知,R(x-1x,

(x-1x)x0)=R((x-1x)x0,x-1x)≥r(x);又由相容性知:

R((x-1x)x0,(x-1x)(x-1(x-1)-1))≥R(x-1x,x-1x)∧R(x0,x-1(x-1)-1)≥r(x-1x)∧r(x-1)≥r(x);
下面结合ρ的传递性,相容性以及引理2知:

R((x-1x)(x-1(x-1)-1),x-1((xx-1)(x-1)-1))≥
R((x-1x)(x-1(x-1)-1),x-1((xx-1(x-1)-1)))∧R(x-1(x(x-1(x-1)-1)),x-1((xx-1)(x-1)-1))≥

r(x-1)∧r(x)∧r(x-1(x-1)-1)∧R(x-1,x)∧R(x(x-1(x-1)-1),(xx-1)(x-1)-1)≥
r(x-1)∧r(x)∧r((x-1)-1)=r(x)。

显然R(x-1((xx-1)(x-1)-1),(x-1(xx-1))(x-1)-1)≥r(x-1)∧r(xx-1)∧r((x-1)-1))≥r(x)。由相容性知:

R((x-1(xx-1))(x-1)-1,(x-1x0(x-1)-1)≥R(x-1(xx-1),x-1x0)∧R((x-1)-1,(x-1)-1)≥
R(x-1,x-1)∧R(xx-1,x0)∧r((x-1)-1)≥r(x-1)∧r(x)∧r((x-1)-1)=r(x)。

再结合相容性,有:

R(x-1x0(x-1)-1,x-1(x-1)-1)≥R(x-1x0,x-1)∧R((x-1)-1,(x-1)-1)≥r(x-1)∧r((x-1)-1)≥r(x)。
而R(x-1(x-1)-1,x0)≥r((x-1)-1)≥r(x-1)≥r(x)。
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表1 二元运算

Tab.1 Binaryoperation

· a b c 1

a 1 b a a

b b 1 b b

c a b 1 c

1 a b c 1

表2 两个一元运算

Tab.2 Unayoperation

a b c 1
-1 a b c 1
0 1 1 1 1

表3 模糊关系

Tab.3 Fuzzyrelation

R 1 a b c

1 1 0.6 0.4 0.8

a 0.6 0.8 0.4 0.6

b 0.4 0.4 0.6 0.4

c 0.8 0.6 0.4 1

  最后结合传递性,R(x-1x,x0)≥r(x)。
下面类似可证R(x0x,x)≥r(x)。

R(x0x,(xx-1)x)≥R(x0,xx-1)∧R(x,x)≥r(x)∧r(x)=r(x),

R((xx-1)x,xx0)≥R((xx-1)x,x(x-1x))∧R(x(x-1x),xx0)≥
r(x)∧r(x-1)∧R(x,x)∧R(x-1x,x0)≥r(x)∧r(x-1)=r(x)。

则有R(xx0,x)≥r(x)。因此,R(x0x,x)≥r(x)。从而,SR 为E-模糊

Clifford半群。 证毕

例2 设代数S=({a,b,c,1};·;-1;0)二元运算(·),两个一元运算

(-1),(0)运算模糊关系R:S×S→[0,1]的定义分别见表1、表2及表3。
显然R 满足对称性,传递性,故R 是S 的弱F等价关系。因此,R 诱导

的模糊集r满足矩阵
1 a b cæ

è
ç

ö

ø
÷

1 0.8 0.6 1
,且对任意的x,y∈{1,a,b,c},有:

1)r(x·y)≥r(x)∧r(y);2)r(x-1)≥r(x);3)r(x0)=1。再结合引理2
的3条判定条件,可以发现S是E-模糊Clifford半群。

定理1 设SR 是可离E-模糊Clifford半群,则:1)x·x0=x0·x=x;

2)(x-1)-1=x。
证明 1)SR 为可离E-模糊Clifford半群,故R(xx0,x)≥r(x),又由严

格性知R(xx0,x)≤r(xx0)∧r(x)≤r(x)。所以R(xx0,x)=r(x)。再由

可离性知x·x0=x。同理可得x0·x=x。因此,x·x0=x0·x=x。

2)要证(x-1)-1=x,即证明R(x,(x-1)-1)=r(x)。由引理2可知:

R(x,xx0)≥r(x);

R(xx0,x(x-1(x-1)-1))≥R(x,x)∧R(x0,(x-1)-1)≥r(x)∧r(x-1)=r(x);
R(x(x-1(x-1)-1),(xx-1)(x-1)-1)≥r(x)∧r(x-1)∧r((x-1)-1)=r(x);

R((xx-1)(x-1)-1,x0(x-1)-1)≥R(xx-1,x0)∧R((x-1)-1,(x-1)-1)≥r(x)∧r(x-1)-1=r(x);
R(x0(x-1)-1,(x-1)-1)≥r((x-1)-1)≥r(x)。

由传递性可知,R(x,(x-1)-1)≥r(x),又由严格性知 R(x,(x-1)-1)≤r(x)∧r((x-1)-1)≤r(x),有
R(x,(x-1)-1)=r(x),故(x-1)-1=x。 证毕

定理2 设SR 是可离E-模糊Clifford半群,∀x∈S是幂等的,即x2=x的充要条件是x 为SR 的中心。
证明 先证充分性。设∀x∈S且为SR 的中心,则R(x2,x)≥r(x),又由R 的严格性知R(x2,x)≤r(x),故

R(x2,x)=r(x)=r(x,x),结合可离性可得x2=x。
再证必要性。如果∀x∈S有x2=x,那么R(x,x2)=r(x),故x为S 的中心。 证毕

推论1 设SR 是可离E-模糊Clifford半群,x,s(x)∈S且s(x)仅与x有关,若有弱F等价关系R(x,s(x))≥r
(x)当且仅当代数S中有s(x)=x。

证明 充分性。若x,s(x)∈S且s(x)=x,则有R(s(x),x)=r(x)。显然,弱F等价关系R(s(x),x)≥r
(x)。

必要性。若∀x∈S有R(s(x),x)≥r(x),结合弱F等价关系严格性知R(s(x),x)=r(x),则s(x)=x。
证毕

定理3 设SR 是可离E-模糊Clifford半群,则∀x∈S,有r(x)=r(x-1)。
证明 由于r(x)≤r(x-1),因此r(x)≤r(x-1)≤r((x-1)-1)=r(x)。故r(x)=r(x-1)。 证毕

定理4 设SR 是可离E-模糊Clifford半群,则(x·x-1)·x=x。
证明 由定理1的结论1)及定义6(相容性)有R((xx-1)x,x)=R((xx-1)x,x0x)≥R(xx-1,x0)∧

R(x,x)≥r(x)。再结合推论1有(xx-1)x=x。 证毕

4总结

本文将模糊代数与半群代数相结合从弱F等价关系角度研究Clifford半群,给出了E-模糊Clifford半群的
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概念,研究了它的基本代数性质并获得一些有意义的结果,这些结果有助于进一步认识E-模糊代数。
这一概念及性质也为研究决策分析、聚类、模糊识别等不建立在统计基础上的不确定数学现象,提供了很好

的思路。此外,还可以用类似的方法研究逆半群、完全正则半群、环与半环等代数结构,不断丰富E-模糊代数,这
些将在后续工作中进行讨论。
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E-FuzzyCliffordSemigroup

DONGLi,KONGXiangzhi
(SchoolofScience,JiangnanUniversity,WuxiJiangsu214122,China)

Abstract:[Purposes]Toestablishabettermathematicaltoolforstudyingalargenumberofuncertainmathematicalproblemsthatare
notbasedonstatistics.[Methods]Combiningfuzzysetswithsemigroupalgebrasandblurringthefamoussemigroup—Cliffordsem-
igroupthatisclosesttogroupdefinitionfromanewperspective.ResearchonE-fuzzyCliffordsemigroupfromtheperspectiveof
fuzzyrelation.[Findings]ThefuzzyrelationisconnectedwiththeCliffordsemigroup,andtheconceptoftheseparableE-fuzzyClif-
fordsemigroupanditsrelatedalgebraicpropertiesarefurthergivenbycombiningtheseparabilityofthefuzzyrelation.[Conclusions]

E-fuzzyCliffordsemigroupsasanewexpansionoffuzzyalgebra,notonlyfromanewpointtostudysemigroupalgebratheory,but
alsotosolvetheapplicationoffuzzymathematicsprovidesanewwayofthinking.
Keywords:Cliffordsemigroup;E-fuzzyset;fuzzyrelation;E-fuzzyCliffordsemigroup
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