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移动最小二乘近似在图像分割中的应用
*
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摘要:【目的】研究图像分割模型中水平集发展方程的高效稳定的数值解法。【方法】用移动最小二乘近似逼近水平集函

数,然后将水平集发展方程离散为常微分方程组,并用向前Euler法求解。【结果】给出了一种图像分割的移动最小二乘

近似方法,分割终止标准明确,形成的系数矩阵稀疏、条件数很小。【结论】数值实验表明该方法不需要重新初始化水平集

函数,克服了水平集初始轮廓对分割结果的影响,是一种具有较高分割精度和较快分割速度的图像分割方法。
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图像分割在许多图形图像处理问题中具有非常重要的作用,其旨在找出目标图像的轮廓曲线。水平集方法

是一种有效且使用频繁的图像分割方法[1-2]。在基于水平集方法的图像分割技术中,目标曲线的寻找被转化为

水平集发展方程的求解。有限差分方法是求解水平集发展方程最常用的数值方法,但是求解过程非常耗时,且
存在水平集初始轮廓严重影响分割结果、水平集函数需要定期重新初始化、分割终止标准缺乏等缺点。因此,建
立水平集发展方程的快速有效数值解法非常重要。近些年来出现了一些水平集模型的改进格式[3-5]和一些改进

有限差分方法[6-7]来降低分割时间,这些改进格式和方法各有优缺点。
为了克服有限差分方法的不足,文献[8]给出了数值求解水平集发展方程的紧支径向基函数法,该方法虽然

形成的系数矩阵稀疏、条件数较小,但是计算精度较低。由于全局径向基函数的计算精度高于紧支径向基函数,
文献[9-10]给出了求解水平集发展方程的全局径向基函数法,该方法精度较高,比文献[2]的有限差分方法具有

更好的分割效果和更快的分割速度,但是系数矩阵稠密、条件数非常大。
移动最小二乘近似[11-12]是一种求解微分方程数值解的高效数值计算方法。为了充分利用文献[8-10]中各方

法的优点而避免缺点,本文建立了求解水平集发展方程的移动最小二乘近似法。该图像分割方法不仅形成的系

数矩阵稀疏、条件数很小,而且还具有较高的计算精度,从而提高了分割效果和速度。另外,在本文方法中,水平

集函数不需要重新初始化,水平集初始轮廓对分割结果的影响较小,分割终止标准明确。

1水平集发展方程

利用水平集方法,图像分割问题的数学模型可表示为如下水平集发展方程[1]:

∂φ(x,t)
∂t +δ(φ(x,t))v(x,φ(x,t))=0,x∈Ω,t≥0, (1)

φ(x,0)=φ0(x),x∈Ω。 (2)

其中φ(x,t)是水平集函数,x是图像区域Ω 中的空间变量,t是时间变量,δ(φ)=lim
ε→0

ε
π(ε2+φ2)

是含有参数ε的

Dirac函数[2],φ0(x)表示水平集初始轮廓,v(x,φ(x,t))表示速度函数。
图像分割的目的是在Ω中找出目标图像的轮廓曲线。在水平集方法中,通过求解(1)式和(2)式得到φ(x,t),然

后由φ(x,t)=0即可获得轮廓曲线的位置。
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(1)式中的速度函数可表示为[2]:

v(x,φ(x,t))=γdiv
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-λ1(I(x)-c1(φ))2+λ2(I(x)-c2(φ))2, (3)

其中,I(x)是图像灰度,γ,λ1 和λ2 是权系数,c1(φ)=
∫Ω
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2移动最小二乘近似求解发展方程

定义点x∈Ω的影响域为R(x)={y∈Ω:y-x ≤h},其中h是参数。水平集函数φ(x,t)在R(x)上可近似为:

φ(x,t)=∑
m

j=1
pj(x)aj(x,t),x∈Ω,t≥0, (4)

其中,pj(x)是多项式基函数,通常选为二次基[11],aj(x,t)是待定系数。用N 个节点xj(j=1,2,…,N)离散Ω,
记R(x)内的节点的编号为∧(x)≜{s1,s2,…,sn}⊆{1,2,…,N}。(4)式给出的近似在节点处的加权误差平方和

为:J(x)= ∑
i∈∧(x)

wi(x)∑
m

j=1
pj(xi)aj(x,t)-φ(xi,t[ ])

2,这里 wi(x)是具有紧支集R(xi)的权函数。利用

∂J(x)
∂aj(x,t)

=0解出aj(x,t),再代回(4)式可得[12]:

φ(x,t)=∑
N

i=1
Li(x)φ(xi,t),x∈Ω,t≥0。 (5)

其中

Li(x)=
∑
m

j=1
pj(x)[A-1(x)B(x)]jk, i=sk ∈∧ (x)

0, i∉∧ (x{ )
,i=1,2,…,N。 (6)

这里,矩阵A(x)和B(x)的元素分别为Ajk(x)= ∑
i∈∧(x)

wi(x)pj(xi)pk(xi)和Bjk(x)=wsk
(x)pj(xsk

)。

因为用移动最小二乘近似得到的逼近函数具有较高的光滑度[12],所以类似文献[8-10],(3)式中的权系数可

取为γ=0和λ1=λ2=1。将(5)式代入(1)式得到

∑
N

i=1
Li(x)dφ

(xi,t)
dt +δ∑

N

i=1
Li(x)φ(xi,t( ))vx,∑

N

i=1
Li(x)φ(xi,t( ))=0,x∈Ω,t≥0。 (7)

令(7)式在所有节点上成立,则

∑
N

i=1
Li(xj)

dφ(xi,t)
dt +δ∑

N

i=1
Li(xj)φ(xi,t( ))vxj,∑

N

i=1
Li(xj)φ(xi,t( ))=0,j=1,2,…,N,t≥0,

即得到常微分方程组:

Rdφ
(t)
dt =b(t,φ(t)),t≥0, (8)

其中未 知 向 量 是 φ(t)= [φ(x1,t),φ(x2,t),…,φ(xN,t)]T,b(t,φ(t))= [v1,v2,…,vN]T,vj =

-δ∑
N

i=1
Li(xj)φ(xi,t( ))vxj,∑

N

i=1
Li(xj)φ(xi,t( )),系数矩阵是

R=

L1(x1) L2(x1) … LN(x1)

L1(x2) L2(x2) … LN(x2)
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由(6)式可知,Li(x)具有紧支集R(xi),即[12]:

Li(xj)≠0⇔i∈∧(xj)⇔xj∈R(xi)。
所以式中的R是稀疏矩阵,这将降低求解方程组的计算时间。
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令t0=0,时间步长为τ>0,则用向前Euler方法可将(8)式离散为:

φ(tk)=φ(tk-1)-τR-1b(tk-1,φ(tk-1)),k=1,2,…。 (10)
在(5)式中令t=0和x=xj,再由(2)式可得Rφ(0)=[φ0(x1),φ0(x2),…,φ0(xN)]T,从而迭代计算(10)式的初

始条件为:

φ(0)=R-1[φ0(x1),φ0(x2),…,φ0(xN)]T。 (11)

因为φ(x,t)的非零倍数不改变φ(x,t)=0中的x值,所以可在每次计算(10)式之后令φ(tk)= φ(tk)
φ(tk)

。这

样,迭代终止标准可取为[8-10] φ(tk)-φ(tk-1)≤ φ(tk-1)-φ(tk-2),k≥2。
求解(10)式得到φ(tk)之后,即得φ(t)的近似值,图像区域Ω 内任一点处φ(x,t)的数值解可由(5)式计算,

最后再由φ(x,t)=0即可获得目标图像轮廓曲线的位置。

3数值实验

使用本文方法数值分割了一些图像,实验硬件环境为Intel(R)Core(TM)i7-6500UCPU @2.50GHz,

8.00Gb内存,软件为Matlab7.0.1。为了比较,同时用文献[2]的有限差分法、文献[8]的紧支径向基函数法、以
及文献[9]的全局径向基函数法分割了这些图像。

图1给出了这4种方法分割图1k时的数值结果。实验时考虑了3种不同初始轮廓曲线,见图1第1列,注
意图1k中没有初始轮廓曲线。本文方法和文献[8-9]的方法在这3种情况下都得到了正确的分割结果,而文献

[2]的方法仅在目标物体被初始轮廓完全包围时才分割正确(图1b)。分割所需计算时间和Dice相似性系数

(DSC)[9-10]见表1。DSC能定量地评价分割方法的精度,DSC越接近1,分割精度越高。从表1可以看出,本文

和文献[8-9]的方法具有相同的精度,但是本文方法分割时间更少。另外,本文方法和文献[8-9]的方法形成的系

数矩阵的2-范数条件数分别是22.62,227.3和4.39×1016,这说明本文方法具有更高的稳定性。
图2给出了本文方法和文献[8-9]的方法分割5幅不同图像(图2第1列)的数值结果。在实验时,令(2)式

中φ0(x)≡2,即全部没有采用初始轮廓。这3种方法都能够正确分割这5幅图像,但是文献[2]的方法分割失

败。表2给出了分割所需计算时间和相应系数矩阵的2-范数条件数。对每幅图像,本文方法不仅分割时间最

少,而且条件数最小,这说明本文方法具有最快的分割速度和最好的计算稳定性。

    
a           b           c           d           e

    
f           g           h           i           j

    
k           l           m           n           o

  注:第1列是原始图像,其中实线表示初始轮廓曲线;第2~5列分别是文献[2,8-9]中方法和本文方法的分割结果

图1 4种方法在不同初始轮廓时的分割结果

Fig.1 Segmentationresultsoffouralgorithmswiththreeinitialcontours
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表1 图1中分割结果对应的计算时间和DSC
Tab.1 CPUtimesandDSCvaluesforthesegmentationinFig.1

初始轮廓
文献[2]中方法 文献[8]中方法 文献[9]中方法 本文方法

时间/s DSC 时间/s DSC 时间/s DSC 时间/s DSC

图1a 282.1 0.9737 11.32 0.9872 9.96 0.9872 9.48 0.9872

图1f 563.9 0.3571 11.26 0.9872 10.07 0.9872 9.47 0.9872

图1k 553.9 0.0000 12.27 0.9872 10.22 0.9852 9.60 0.9872

   
a           b           c           d

   
e           f           g           h

   
i           j           k           l

   
m           n           o           p

   
q           r           s           t

         注:第1列是原始图像,第2~4列分别是文献[8-9]中方法和本文方法的分割结果。

图2 3种方法在没有初始轮廓时分割不同图像的结果

Fig.2 Segmentationresultsofthreealgorithmswithnoinitialcontour
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表2 图2中分割结果对应的计算时间和系数矩阵的2-范数条件数

Tab.2 CPUtimesand2-normconditionnumbersofthe
coefficientmatrixforthesegmentationinFig.2

初始

轮廓

文献[8]中方法 文献[9]中方法 本文方法

时间/s 条件数 时间/s 条件数 时间/s 条件数

图2a 14.29 227.4 13.50 5.02×1016 12.95 22.64

图2e 13.49 227.4 3.33 5.02×1016 13.07 22.64

图2i 15.36 227.4 13.85 5.02×1016 3.07 22.64

图2m 12.02 227.3 10.49 4.55×1016 10.01 22.62

图2q 15.81 227.4 14.76 4.94×1016 14.43 22.64

4结论

为了提高水平集发展方程的求解精度和求解速

度,本文给出了图像分割的移动最小二乘近似法。相

比有限差分法,本文方法得到的逼近函数具有较高的

光滑度,不仅克服了水平集初始轮廓对分割结果的影

响,而且避免了繁琐耗时的重新初始化算法,还拥有明

确的分割终止标准,从而在提高分割效果的同时减少

了分割时间。相比径向基函数法,本文方法不仅形成

的系数矩阵稀疏、条件数很小,而且还具有较高的计算

精度,从而具有较好的计算稳定性和较快的分割速度。
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ApplicationoftheMovingLeastSquaresApproximationtoImageSegmentation

LIShuling,GUOLan
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Anefficientandstablenumericalmethodisdevelopedforthenumericalsolutionofthelevelsetevolutionequa-
tionarisinginimagesegmentation.[Methods]Thelevelsetfunctionisapproximatedbythemovingleastsquaresapproximation,

andthenthelevelsetevolutionequationisdiscreditedintoordinarydifferentialequationsthatcanbesolvedbytheforwardEuler’s
method.[Findings]Amovingleastsquaresapproximationmethodforimagesegmentationispresented.Inthismethod,thestop
criterionisexplicit,andthecoefficientmatrixissparseandhassmallconditionnumber.[Conclusions]Numericalexperimentalre-
sultsrevealthatthemethodrequiresnore-initializationprocedureandconquerstheeffectbytheinitialcontourofthelevelsetfunc-
tion.Therefore,thedevelopedmethodisrobusttosegmentimageswithhighprecisionandfastspeed.
Keywords:movingleastsquaresapproximation;numericalcomputation;levelsetmethod;imagesegmentation

(责任编辑 许 甲)

601 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) http://www.cqnuj.cn     Vol.35No.5


