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具有独立偏好的三方匹配问题
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摘要：【目的】讨论３个主体集犝，犞，犠 之间的三方匹配问题，得到相关理论与算法。【方法】通过三方匹配问题所导出的

一对一双边匹配问题，应用双边匹配问题的结果得到所讨论的三方匹配问题的相关结果。【结果】对于具有独立偏好三方

匹配问题，给出其稳定匹配概念，并证明稳定匹配一定存在，以及给出了求解稳定匹配的算法。【结论】所讨论的具有独立

偏好三方匹配问题所得到的结果与算法为三方匹配问题研究与应用提供新途径。
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涉及偏好的匹配问题具有广泛的应用背景，例如住院医生与医院匹配、学生宿舍如何分配（学生与学生匹

配）、肾移植病人与捐赠者匹配、物流管理（司机、车辆、线路之间匹配）等等。匹配是决策双方做出决策的重要机

制，双边匹配问题首先由Ｇａｌｅ和Ｓｈａｐｌｅｙ在研究婚姻匹配和大学招生问题中提出
［１］，并提出了著名的Ｇａｌｅｓｈａ

ｐｌｅｙ算法。所谓双边匹配问题就是有两个主体集犝＝｛狌１，狌２，…，狌狀｝与犞＝｛狏１，狏２，…，狏狀｝，每个狌犻∈犝 对主体

集犞 中所有主体有一个严格偏好（Ｓｔｒｉｃｔｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅ）。同样地，每个狏犼∈犞 对主体集犝 中所有主体有一个严格

偏好。在以后的几十年中，稳定匹配理论得到广泛的关注，相关研究得到了比较大的发展，应用领域也非常广

泛［２６］。双边匹配问题的模型更加广泛，从完全严格偏好推广到非完全偏好［７］，双边一对一匹配问题发展为多对

一（Ｍａｎｙｔｏｏｎｅ）匹配问题
［８９］，成对（Ｗｉｔｈｃｏｕｐｌｅｓ）的双边匹配问题

［１０１１］，以及其他各种匹配问题［１２１６］。

三方（Ｔｈｒｅｅｓｉｄｅｄ）匹配问题就是研究有３个主体集犝＝｛狌１，狌２，…，狌狀｝，犞＝｛狏１，狏２，…，狏狀｝，犠＝｛狑１，狑２，

…，狑狀｝的匹配问题，研究内容包括主体对上严格偏好（Ｓｔｒｉｃｔｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓｏｖｅｒｐａｉｒｓ）的匹配问题
［１７］，即每个狌犻∈

犝，狏犼∈犞，狑犽∈犠 分别对于犞×犠，犝×犠，犝×犞 中所有主体对有一个严格偏好。循环偏好（Ｃｙｃｌｉｃｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）

的匹配问题［１８２０］，即每个狌犻∈犝 对于主体集犞 中所有主体有一个严格偏好，每个狏犼∈犞 对主体集犠 中所有主体

有一个严格偏好，每个狑犽∈犠 对主体集犝 中所有主体有一个严格偏好。以及混合偏好的匹配问题
［２１］，即每个

狌犻∈犝 对于犞×犠 中所有主体对有一个严格偏好，每个狏犼∈犞 对主体集犝 中所有主体有一个严格偏好，每个

狑犽∈犠 对主体集犝 中所有主体有一个严格偏好。

从上述几种三方匹配问题可以看出三方匹配问题不是简单地从双边匹配问题推广而来，从主体集个数的角

度来看，是从双边推广到三方。然而对于一个三方匹配问题，如果只考虑其中两个主体集，并不能得到或导出相

应的双边匹配问题，这主要是由于应用背景不同所讨论的三方匹配问题中给出的“偏好”定义可以有多种形式，

不是双边匹配问题所定义的偏好的简单推广，即从三方匹配问题中所定义的偏好并不是都可以得到任意两个主

体集之间的偏好。所以根据三方匹配问题所定义的偏好，有些类型的三方匹配问题与双边匹配问题由本质区

别，这也是研究三方匹配问题意义所在。

本文讨论三方匹配问题是３个主体集犝，犞，犠 彼此之间具有独立偏好，即犝 与犞、犞 与犠、犝 与犠 之间分别

有不同的偏好，这一问题可以与双边匹配问题建立联系。具有独立偏好的三方匹配问题也具有实际应用背景，
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比如在医院手术安排过程中，由一主刀医生、一上台护士和一麻醉师组成手术团队核心成员，每位主刀医生对所

有上台护士（麻醉师）有一偏好，同样每位上台护士对所有主刀医生（麻醉师）有一偏好，每位麻醉师对所有主刀

医生（护士）有一偏好。对于具有独立偏好的三方匹配问题，给出其三方稳定匹配的概念，以及求解稳定匹配的

算法。

１问题描述

设有３个主体集犝＝｛狌１，狌２，…，狌狀｝，犞＝｛狏１，狏２，…，狏狀｝，犠＝｛狑１，狑２，…，狑狀｝，所谓３个主体集彼此之间有

偏好的三方匹配问题，就是考虑主体集犝 与主体集犞 之间有严格偏好，主体集犞 与主体集犠 之间有严格偏好，

主体集犠 与主体集犝 之间有严格偏好。主体集犝 中每个主体狌犻（犻＝１，２，…，狀）对于主体集犞 中个主体有一严

格偏好（Ｓｔｒｉｃｔｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅｌｉｓｔ），记为犘（狌犻犞），用ｐｒｉ（狌犻，狏犼）＞ｐｒｉ（狌犻，狏犾）表示主体狌犻对狏犼的偏好优于对狏犾的偏

好；主体集犞 中每个主体狏犼（犼＝１，２，…，狀）对于主体集犝 中狀 个主体有一严格偏好，记为犘（狏犼犝），用

ｐｒｉ（狏犼，狌犻）＞ｐｒｉ（狏犼，狌犾）表示主体狏犼对狌犻的偏好优于对狌犾的偏好。类似地可定义主体集犝 与犠 彼此之间，以及

主体集犞 与犠 彼此之间的偏好。

将要讨论的三方匹配问题记为犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝，由于犝 与犞、犞 与犠、犝 与犠 之间分别有不同的偏

好，从而可导出３个双边匹配问题，由三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝导出的主体集犝 与主体集犞 之间

的一对一双边稳定匹配问题记为犘｛犝犞｝；主体集犞 与主体集犠 之间的一对一双边稳定匹配问题记为犘｛犞

犠｝；主体集犝 与主体集犠 之间的一对一双边稳定匹配问题记为犘｛犝犠｝，下面先引入一些基本概念与记号。

定义１　设狌犻∈犝，狏犼∈犞，狑犽∈犠，（狌犻，狏犼，狑犽）∈犝×犞×犠 称为一个三元组，是３个主体集犝，犞 与犠 的一

个配对。集合犕犝×犞×犠 称为三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的一个匹配，如果犕 中任意两个不同

的三元组（狌犻
１
，狏犼１，狑犽１）与（狌犻２，狏犼２，狑犽２）一定满足犻１≠犻２，犼１≠犼２，犽１≠犽２。

设犕 是三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的一个匹配，（狌犻，狏犼，狑犽）∈犕，则记狌犻＝犕犝（狏犼）＝犕犝（狑犽）＝

犕（狏犼，狑犽）；狏犼＝犕犞（狌犻）＝犕犞（狑犽）＝犕（狌犻，狑犽）；狑犽＝犕犠（狌犻）＝犕犠（狏犼）＝犕（狌犻，狏犼）。犕｜犝＝｛狌犻｜（狌犻，狏犼，狑犽）∈

犕｝，犕｜犞＝｛狏犼｜（狌犻，狏犼，狑犽）∈犕｝，犕｜犠＝｛狑犽｜（狌犻，狏犼，狑犽）∈犕｝。

若狌犻∈犕｜犝，则称狌犻（关于匹配犕）已指派，狌犻犕｜犝，则称狌犻（关于匹配犕）未指派。同样可定义狏犼 与狑犽 是

否已指派。当（狌犻，狏犼，狑犽）犕 时，一种情况是狌犻已指派，在这种情况下显然有狏犼≠犕犞（狌犻）或狑犽≠犕犠（狌犻）成立；

另一种情况是狌犻未指派，即犕犞（狌犻）＝犕犠（狌犻）＝。

这样上述两种情况可统一表示为：当（狌犻，狏犼，狑犽）犕 时，一定成立狏犼≠犕犞（狌犻）或狑犽≠犕犠（狌犻）。同样也一

定成立狑犽≠犕犠（狏犼）或狌犻≠犕犝（狏犼）；以及成立狌犻≠犕犝（狑犽）或狏犼≠犕犞（狑犽）。

下面给出三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝稳定匹配的概念。

定义２　设犕犝×犞×犠 是三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的一个匹配，设（狌犻，狏犼，狑犽）犕，则称

（狌犻，狏犼，狑犽）为匹配犕 的一个中意对，也称为阻碍对（Ａｂｌｏｃｋｉｎｇｐａｉｒｏｆ犕），如果下列３个条件满足：

１）狌犻未指派。或狌犻已指派：若狏犼≠犕犞（狌犻），则有ｐｒｉ（狌犻，狏犼）＞ｐｒｉ（狌犻，犕犞（狌犻））成立；若狑犽≠犕犝（狌犻），则有

ｐｒｉ（狌犻，狑犽）＞ｐｒｉ（狌犻，犕犠（狌犻））成立。

２）狏犼未指派。或狏犼已指派：若狑犽≠犕犠（狏犼），则有ｐｒｉ（狏犼，狑犽）＞ｐｒｉ（狏犼，犕犠（狏犼））成立；若狌犻≠犕犝（狏犼），则有

ｐｒｉ（狏犼，狌犻）＞ｐｒｉ（狏犼，犕犝（狏犼））成立。

３）狑犽 未指派。或狑犽 已指派：若狌犻≠犕犝（狑犽），则有ｐｒｉ（狑犽，狌犻）＞ｐｒｉ（狑犽，犕犝（狑犽））成立；若狏犼≠犕犞（狑犽），则

有ｐｒｉ（狑犽，狏犼）＞ｐｒｉ（狑犽，犕犞（狑犽））成立。

定义３　三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的一个匹配犕 称为是稳定的，如果不存在匹配犕 的中意对

（阻碍对）。

例１　设３个主体集犝＝｛狌１，狌２｝，犞＝｛狏１，狏２｝，犠＝｛狑１，狑２｝，考虑三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝

的一个实例如下。

主体集犝 与主体集犞 之间偏好：狌１：ｐｒｉ（狌１，狏１）＞ｐｒｉ（狌１，狏２）；狌２：ｐｒｉ（狌２，狏２）＞ｐｒｉ（狌２，狏１）；狏１：ｐｒｉ（狏１，狌１）＞

ｐｒｉ（狏１，狌２）；狏２：ｐｒｉ（狏２，狌１）＞ｐｒｉ（狏２，狌２）。

主体集犞 与主体集犠 之间偏好：狏１：ｐｒｉ（狏１，狑１）＞ｐｒｉ（狏１，狑２）；狏２：ｐｒｉ（狏２，狑２）＞ｐｒｉ（狏２，狑１）；狑１：ｐｒｉ（狑１，

狏１）＞ｐｒｉ（狑１，狏２）；狑２：ｐｒｉ（狑２，狏１）＞ｐｒｉ（狑２，狏２）。
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主体集犝 与主体集犠 之间偏好：狌１：ｐｒｉ（狌１，狑１）＞ｐｒｉ（狌１，狑２）；狌２：ｐｒｉ（狌２，狑２）＞ｐｒｉ（狌２，狑１）；狑１：ｐｒｉ（狑１，

狌１）＞ｐｒｉ（狑１，狌２）；狑２：ｐｒｉ（狑２，狌１）＞ｐｒｉ（狑２，狌２）。

可以验证匹配犕＝｛（狌１，狏１，狑１），（狌２，狏２，狑２）｝是三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的一个稳定匹配。

因为三元组（狌１，狏２，狑１）是匹配
槇
犕＝｛（狌１，狏２，狑１），（狌２，狏１，狑２）｝的一个中意对（阻碍对），所以这个匹配

槇
犕不是三

方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的一个稳定匹配。

２定理与算法

由于主体集犝，犞，犠 之间是可以充分配对，如果匹配犕 是三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的稳定匹

配，那么这个稳定匹配犕 所包含的匹配对个数一定是狀个，所以下面讨论中都是针对匹配犕 所包含的匹配对个

数为狀的情况。

设犕犝×犞×犠，令犕｜犝×犞＝｛（狌犻，狏犼）｜（狌犻，狏犼，狑犽）∈犕｝，称犕｜犝×犞为集合犕 在犝×犞 上投影，同样可定义

集合犕 在犞×犠 上投影犕｜犞×犠＝｛（狏犼，狑犽）｜（狌犻，狏犼，狑犽）∈犕｝，以及在犝×犠 上投影犕｜犝×犠＝｛（狌犻，狑犽）｜（狌犻，狏犼，

狑犽）∈犕｝。

根据上面的定义，显然有下面的结论。

引理１　设犕犝×犞×犠 是三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的一个匹配的充分必要条件：犕｜犝×犞，

犕｜犞×犠，犕｜犝×犠分别是一对一双边稳定匹配问题犘｛犝犞｝、犘｛犞犠｝以及犘｛犝犠｝的匹配。并且：

１）若（狌犻，狏犼，狑犽）∈犕，则（狌犻，狏犼）∈犕｜犝×犞，（狏犼，狑犽）∈犕｜犞×犠，（狌犻，狑犽）∈犕｜犝×犠，反之亦然。

２）若（狌犻，狏犼，狑犽）犕，则（狌犻，狏犼）犕｜犝×犞，（狏犼，狑犽）犕｜犞×犠，（狌犻，狑犽）犕｜犝×犠至少两个成立。

定理２　设犕是三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的一个匹配，并设三元组（狌犻，狏犼，狑犽）犕，则（狌犻，狏犼，狑犽）

是匹配犕 的中意对（阻碍对）的充分必要条件是下面３个结果成立：

１）当（狌犻，狏犼）犕｜犝×犞时，则（狌犻，狏犼）是匹配犕｜犝×犞的中意对（阻碍对）；

２）当（狏犼，狑犽）犕｜犞×犠时，则（狏犼，狑犽）是匹配犕｜犞×犠的中意对（阻碍对）；

３）当（狌犻，狑犽）犕｜犝×犠时，则（狌犻，狑犽）是匹配犕｜犝×犠的中意对（阻碍对）。

证明　必要性。若（狌犻，狏犼，狑犽）是匹配 犕 的中意对（阻碍对），如果（狌犻，狏犼）犕｜犝×犞，即狏犼≠犕犞（狌犻）（狌犻≠

犕犝（狏犼）），所以由定义２得到ｐｒｉ（狏犼，狌犻）＞ｐｒｉ（狏犼，犕犝（狏犼））与ｐｒｉ（狌犻，狏犼）＞ｐｒｉ（狌犻，犕犞（狌犻）），即证明（狌犻，狏犼）是匹配

犕｜犝×犞的中意对（阻碍对）。

同理可证２）与３）的结论。

充分性。当（狌犻，狏犼）犕｜犝×犞是匹配犕｜犝×犞的中意对（阻碍对），则有ｐｒｉ（狌犻，狏犼）＞ｐｒｉ（狌犻，犕犞（狌犻）），ｐｒｉ（狏犼，狌犻）＞

ｐｒｉ（狏犼，犕犝（狏犼））成立。

当（狏犼，狑犽）犕｜犞×犠是匹配犕｜犞×犠的中意对（阻碍对），则有ｐｒｉ（狏犼，狑犽）＞ｐｒｉ（狏犼，犕犠（狏犼）），ｐｒｉ（狑犽，狏犼）＞

ｐｒｉ（狑犽，犕犞（狑犽））成立。

当（狌犻，狑犽）犕｜犝×犠是匹配 犕｜犝×犠的中意对（阻碍对），则ｐｒｉ（狌犻，狑犽）＞ｐｒｉ（狌犻，犕犠（狌犻）），ｐｒｉ（狑犽，狌犻）＞

ｐｒｉ（狑犽，犕犝（狑犽））成立。

上述６个式子就是定义２中的６个式子，所以（狌犻，狏犼，狑犽）是匹配犕 的中意对（阻碍对）。 证毕

定理３　给定一个三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝，若犕（犝，犞）是一对一双边稳定匹配问题犘｛犝

犞｝的稳定匹配，犕（犞，犠）是一对一双边稳定匹配问题犘｛犞犠｝的稳定匹配，令：

犕＝｛（狌犻，狏犼，狑犽）｜（狌犻，狏犼）∈犕（犝，犞），（狏犼，狑犽）∈犕（犞，犠）｝，

则犕 是三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的一个稳定匹配。

证明　显然犕 是三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的一个匹配。设任意（狌犻，狏犼，狑犽）犕，要证明

（狌犻，狏犼，狑犽）不是匹配犕 的中意对，就是要证明下列３种情况不能全部成立：

１）当狌犻≠犕犝（狏犼），即狏犼≠犕犞（狌犻）时，有ｐｒｉ（狌犻，狏犼）＞ｐｒｉ（狌犻，犕犞（狌犻）），ｐｒｉ（狏犼，狌犻）＞ｐｒｉ（狏犼，犕犝（狏犼））成立；

２）当狏犼≠犕犞（狑犽），即狑犽≠犕犠（狏犼）时，有ｐｒｉ（狏犼，狑犽）＞ｐｒｉ（狏犼，犕犠（狏犼）），ｐｒｉ（狑犽，狏犼）＞ｐｒｉ（狑犽，犕犞（狑犽））

成立；

３）当狑犽≠犕犠（狌犻），即狌犻≠犕犝（狑犽）时，有ｐｒｉ（狑犽，狌犻）＞ｐｒｉ（狑犽，犕犝（狑犽）），ｐｒｉ（狌犻，狑犽）＞ｐｒｉ（狌犻，犕犠（狌犻））

成立。
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若（狌犻，狏犼）∈犕（犝，犞），因为（狌犻，狏犼，狑犽）犕，所以（狏犼，狑犽）犕（犞，犠）。因为犕（犞，犠）是一对一双边稳定匹

配问题｛犞犠｝的稳定匹配，因此（狏犼，狑犽）不会是犕（犞，犠）的中意对（阻碍对），即：ｐｒｉ（狏犼，狑犽）＞ｐｒｉ（狏犼，犕犠（狏犼））

与ｐｒｉ（狑犽，狏犼）＞ｐｒｉ（狑犽，犕犞（狑犽））不会同时成立，所以（狌犻，狏犼，狑犽）不是匹配犕 的中意对（阻碍对）。

若（狌犻，狏犼）犕（犝，犞），根据犕（犝，犞）是一对一双边稳定匹配问题｛犝犞｝的稳定匹配，同样得到（狌犻，狏犼）不会

是犕（犝，犞）的中意对（阻碍对），即：ｐｒｉ（狌犻，狏犼）＞ｐｒｉ（狌犻，犕犞（狌犻））与ｐｒｉ（狏犼，狌犻）＞ｐｒｉ（狏犼，犕犝（狏犼））不会同时成立，

所以（狌犻，狏犼，狑犽）不是匹配犕 的中意对（阻碍对）。

所以匹配犕 是三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的一个稳定匹配。 证毕

由于一对一双边稳定匹配问题一定存在稳定匹配［１］，所以定理３的结论保证了三方匹配问题犘｛犝犞，犞

犠，犠犝｝也一定存在稳定匹配，并且可以通过一对一双边稳定匹配问题犘｛犝犞｝的稳定匹配与一对一双边稳

定匹配问题犘｛犞犠｝的稳定匹配构造得到三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的一个稳定匹配。下面给出

相应的算法。

算法１　步骤１，对于双边稳定匹配问题犘｛犝犞｝，应用ＧａｌｅＳｈａｐｌｅｙ算法得到稳定匹配犕（犝，犞）；

步骤２，对于双边稳定匹配问题犘｛犞犠｝，应用ＧａｌｅＳｈａｐｌｅｙ算法得到稳定匹配犕（犞，犠）；

步骤３，构造三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的一个匹配：

犕＝｛（狌犻，狏犼，狑犽）｜（狌犻，狏犼）∈犕（犝，犞），（狏犼，狑犽）∈犕（犞，犠）｝。

根据定理３的结论，算法１所得到的匹配犕 是三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的一个稳定匹配。下

面给出一个例子。

例２　设３个主体集犝＝｛狌１，狌２，狌３｝，犞＝｛狏１，狏２，狏３｝，犠＝｛狑１，狑２，狑３｝，为了方便，用表示表示偏好。

主体集犝 与主体集犞 之间偏好：狌１：狏１狏２狏３；狌２：狏１狏２狏３；狌３：狏２狏３狏１；狏１：狌１狌３狌２；狏２：

狌１狌２狌３；狏３：狌１狌３狌２；

主体集犞 与主体集犠 之间偏好：狏１：狑１狑３狑２；狏２：狑１狑３狑２；狏３：狑３狑１狑２；狑１：狏３狏１狏２；狑２：

狏２狏３狏１；狑３：狏１狏２狏３；

主体集犝 与主体集犠 之间偏好：狌１：狑１狑３狑２；狌２：狑１狑３狑２；狌３：狑１狑２狑３；狑１：狌３狌１狌２；狑２：

狌１狌２狌３；狑３：狌２狌１狌３。

步骤１，应用ＧａｌｅＳｈａｐｌｅｙ算法求解双边匹配问题犘｛犝犞｝的稳定匹配犕（犝，犞）：

１）对于｛狏１，狏２，狏３｝，狌１ 给狏１ 发出邀请；对于｛狏１，狏２，狏３｝，狌２ 给狏１ 发出邀请；对于｛狏１，狏２，狏３｝，狌３ 给狏２ 发出

邀请。

２）狏１ 拒绝狌２ 的邀请，接受狌１ 的邀请，得到一配对（狌１，狏１）；狏２ 接受狌３ 的邀请，得到一配对（狌３，狏２）。

３）对于｛狏２，狏３｝，狌２ 给狏２ 发出邀请。

４）狏２ 拒绝狌３ 的邀请，配对（狌３，狏２）不再存在，接受狌２ 的邀请，得到一配对（狌２，狏２）。

５）对于｛狏１，狏３｝，狌３ 给狏３ 发出邀请。

６）狏３ 接受的邀请狌３，得到一配对（狌３，狏３）。

７）得到双边稳定匹配问题犘｛犝犞｝的稳定匹配犕（犝，犞）＝｛（狌１，狏１），（狌２，狏２），（狌３，狏３）｝。

步骤２，同样应用ＧａｌｅＳｈａｐｌｅｙ算法求解双边匹配问题犘｛犞犠犞｝的稳定匹配犕（犞，犠）＝｛（狏１，狑３），（狏２，

狑２），（狏３，狑１）｝。

步骤３，得到三方匹配问题犘｛犝犞，犞犠，犠犝｝的稳定匹配 犕＝｛（狌１，狏１，狑３），（狌２，狏２，狑２），（狌３，狏３，

狑１）｝。
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