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摘要：【目的】提出了ｐｕｓｈｓｕｍ协议下的分布式ｇｒａｄｉｅｎｔｆｒｅｅ算法来求解一类有向网络的多智能体分布式优化问题。【方

法】首先用Ｇａｕｓｓｉａｎ光滑化方法来逼近非可微函数，其次采用ｐｕｓｈｓｕｍ通讯协议考虑有向网络中的分布式ｇｒａｄｉｅｎｔｆｒｅｅ

算法。【结果】分析了算法的收敛性，并得到了算法的收敛率为犗（ｌｎτ／τ），其中τ是迭代次数。【结论】数值例子表明了所

提出的算法与对应的分布式次梯度算法具有相似的收敛性。
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１背景介绍

当今社会，网络已成为生活中不可或缺的设施系统，如无线网络、电网、交通网络、供应链等。这些系统有一

个共同特征即它们均由许多子系统组成，而这些子系统由一群具备一定的感知、通信、计算和执行能力的智能个

体通过相互通讯等方式关联成的网络系统，通常称之为多智能体系统（Ｍｕｌｔｉａｇｅｎｔｓｙｓｔｅｍ）
［１２］。目前有许多文

献研究了基于多智能体系统的分布式优化问题［３８］，凸优化问题是其中研究的重点之一［５１１］，目前大多采用次梯

度方法［５９］来求解。文献［６］较早讨论了多智能体网络凸优化的分布式次梯度算法，并给出了算法的收敛性分

析。对于分布式强凸优化问题，文献［７］提出了分布式随机次梯度算法。但许多实际问题中的目标函数是不可

微的［１３］，其次梯度往往难以计算，有时甚至不可用［１２，１４］。最近，Ｄｕｃｈｉ等人
［１２］提出了一类光滑化方法来求解随机

凸优化问题，该方法仅利用函数值信息，不需要梯度信息。但他们的方法是中心化的，并未考虑分布式情形。随

后，文献［１４］利用Ｇａｕｓｓｉａｎ光滑化方法来光滑化非可微目标函数，并提出了一种ｇｒａｄｉｅｎｔｆｒｅｅ分布式优化算法

来求解一类非光滑的分布式优化问题。该算法只需计算函数值的信息，而不需要次梯度的信息。但是，文献

［１４］所提出的算法仅适用于无向网络拓扑。而大多数通讯网络是有向的。最近，文献［７］首次提出了ｐｕｓｈｓｕｍ

算法，该算法考虑的是时变有向网络拓扑下的分布式优化，但此算法需要计算次梯度，而次梯度信息往往是不容

易得到的［１２，１４］。

受文献［７，１２］的启发，针对强凸优化问题，本文提出了一个有向网络下的分布式ｇｒａｄｉｅｎｔｆｒｅｅ算法，分析了

算法的收敛性，并给出了算法的收敛率。通过数值试验，验证了算法的可行性和有效性。与文献［７］的算法相

比，本文的算法不需要计算目标函数的次梯度，仅仅需要计算函数值。同时将文献［１２］的ｇｒａｄｉｅｎｔｆｒｅｅ方法推

广到了分布式情形。与文献［１４］所提出的算法不同的是，本文的算法适用于有向网络。

２问题与算法

２．１问题

多智能体网络往往需要所有智能体相互协作来极小化几个目标函数之和，其中每个智能体仅知道自身目标

函数信息，并通过与其他智能体局部交换信息来达到全局最优。具体考虑如下一类多智能体分布式优化问题：
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ｍｉｎ
狕∈犚

犱
犉（狕）∑

狀

犻＝１

犳犻（狕）。 （１）

其中，每个智能体犻仅持有目标函数犳犻：犚
犱
→犚，犻＝１，…，狀，狕是一个全局决策向量。

假设１　ａ）对犻＝１，…，狀，每个犳犻是非可微的，并且是μ犻强凸
［１２］的，其中μ犻＞０；ｂ）每个犳犻是犔犻Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ

连续［１２］的，其中犔犻＞０。记犔＝犔１＋…＋犔狀。

在假设１的情形下，问题（１）存在唯一全局最优解，记为狕，即狕＝ａｒｇｍｉｎ狕∈犚犱犉（狕）。

引理１
［６］
　如果犳犻是凸的非光滑函数，令犳

～

犻（狕）＝
１

（２π）
犱
２∫犚

犱
犳犻（狕＋σ犻φ）ｅ

－
１
２ φ

２

犱φ，其中σ犻是一个正的光滑

化参数，φ∈犚
犱 是一个服从标准正太分布的随机向量，那么：

ａ）犳
～

犻（狕）是凸函数，且满足犳犻（狕）≤犳
～

犻（狕）≤犳犻（狕）＋槡犱σ犻犔犻；

ｂ）犳
～

犻（狕）是可微函数，并且它的梯度为 !犳
～

犻（狕）＝
１

（２π）
犱
２∫犚

犱

犳犻（狕＋σ犻φ）－犳犻（狕）

σ犻
φｅ

－
１
２ φ

２

犱φ；

ｃ）令犵
～
犻（狕）＝

犳犻（狕＋σ犻φ）－犳犻（狕）

σ犻
φ，则有犈［犵

～
犻（狕）］＝!犳

～

犻（狕）和犈［犵
～
犻（狕）

２］≤（犱＋４）
２犔２犻。

引理１指出：犳
～

犻（狕）是犳犻（狕）的Ｇａｕｓｓｉａｎ光滑化逼近，并且具有可微等良好性质。

若将网络中每个智能体看作是一个节点，则多智能体网络中智能体之间的通讯可以用一个时变的有向图

犌（狋）＝（犞，犈（狋））来表示，其中犞＝｛１，２，…，狀｝为节点的集合，犈（狋）犞×犞 为边的集合。用犖
ｉｎ
犻（狋）和犖

ｏｕｔ
犻 （狋）分

别表示在时间狋时对智能体犻传入和传出的邻居节点的集合，记犖ｉｎ犻（狋）＝ ｛犼｜（犼，犻）∈犈（狋）｝∪｛犻｝，犖
ｏｕｔ
犻 （狋）＝｛犼｜（犻，

犼）∈犈（狋）｝∪｛犻｝。用犱犻（狋）表示个体犻在狋时刻的外度，即犱犻（狋）＝ 犖ｏｕｔ犻 （狋）。定义通讯权矩阵犃（狋）如下：

［犃（狋）］犻犼＝

１

犱犼（狋）
，犼∈犖

ｉｎ
犻（狋）

０，
烅

烄

烆 其他

。 （２）

事实上，矩阵犃（狋）是列随机矩阵
［７］。

假设２　ａ）在有向图犌（狋）中，智能体犻通过边（犻，犼）传递给智能体犼∈犖
ｏｕｔ
犻 （狋），智能体犻仅知道自身的外度

犱犻（狋）；ｂ）有向图序列｛犌（狋）｝是犅强连通的，即存在一个正整数犅，使得对于任意的正整数犽，犈犅（犽）＝犈（犽犅）∪

犈（犽犅＋１）∪…∪犈（（犽＋１）犅－１）是强连通的。

２．２分布式Ｇｒａｄｉｅｎｔｆｒｅｅ算法

对于许多非光滑的凸优化问题，次梯度信息不容易得到，甚至不可用［１２］。为此，提出了一种分布式ｇｒａｄｉｅｎｔ

ｆｒｅｅ算法（简称算法ＧＦＤ），同时考虑了有向网络下的分布式优化算法。

算法ＧＦＤ　１）初始化，对每个智能体犻，设置狔犻（０）＝１，随机取狓犻（０）∈犚
犱，犻＝１，…，狀；

２）对于所有的狋＞０和对每个智能犻，犻＝１，…，狀，按照如下规则更新：

狑犻（狋＋１）＝∑
狀

犼＝１

［犃（狋）］犻犼狓犼（狋）， （３）

狔犻（狋＋１）＝∑
狀

犼＝１

［犃（狋）］犻犼狔犼（狋）， （４）

狕犻（狋＋１）＝
狑犻（狋＋１）

狔犻（狋＋１）
， （５）

狓犻（狋＋１）＝狑犻（狋＋１）－α（狋＋１）犵
～
犻（狋＋１）。 （６）

其中，步长序列｛α（狋）｝∞狋＝０是非负单调递减的，犵
～
犻（狋＋１）是按照如下方式计算：

犵
～
犻（狋＋１）＝

犳犻（狕犻（狋＋１）＋σ犻φ犻（狋＋１））－犳犻（狕犻（狋＋１））

σ犻
φ犻（狋＋１）， （７）

这里σ犻＞０是光滑化参数，φ犻（狋＋１）∈犚
犱 是一个服从标准正态分布的随机向量。

注１　１）在算法ＧＦＤ中，首先智能体犼发出信息狓犼（狋）和狔犼（狋）给所有的智能体犻∈犖
ｏｕｔ
犼 （狋），然后智能体犻加

权求和所有智能体犼∈犖
ｏｕｔ
犻 （狋）的信息，即（３），（４）式。最后智能体犻执行局部计算，即（５），（６）式。

２）算法ＧＦＤ不需要计算犳犻的次梯度，而仅仅计算它的函数值，即（７）式。这对许多实际工程问题非常有帮

助。事实上，还可以按照如下方式计算犵
～
犻（狋＋１）：
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犵
～
犻（狋＋１）＝

犳犻（狕犻（狋＋１）＋σ犻φ犻（狋＋１））－犳犻（狕犻（狋＋１）－σ犻φ犻（狋＋１））

２σ犻
φ犻（狋＋１）。

引理２
［１５］
　在假设１和２成立情形下，并且还假设存在常数犇＞０，使得犈［α（狋）犵

～
犻（狋）１］≤

犇
狋
成立，那么对

任意的狋≥１，有犈 ∑
τ

狋＝１
狕犻（狋＋１）－

∑
狀

犼＝１

狓犼（狋）熿

燀

燄

燅狀
≤
８

δ
λ
１－λ∑

狀

犼＝１

狓犼（０）１＋
８

δ

犇狀
１－λ

（１＋ｌｎτ），其中常数δ＞０和

λ∈（０，１），并满足δ≥
１

狀狀犅
，λ≤ １－

１

狀（ ）狀犅

１
狀犅

。

定义σ代数 !狋＋１＝｛（狕犻（犽），犻＝１，２，…，狀）；（狓犻（０），犻＝１，２，…，狀）；１≤犽≤狋＋１｝。下面给出算法ＧＦＤ的主要

收敛性结果。

定理１　若假设１和２成立，序列｛狕犻（狋＋１）｝
∞
狋＝０由算法ＧＦＤ迭代产生。对任意的智能体犻和所有的狋≥０，有：

犈［犉（狕犼（狋＋１））狘!狋＋１］－犉（狕
）≤

狀

α（狋＋１）
狓（狋）－狕

２
－

狀

α（狋＋１）
犈［狓（狋＋１）－狕

２
狘!狋＋１］－

１

２ ∑
狀

犼＝１
μ（ ）犼 狓（狋）－狕

２
＋犔犈［狕犻（狋＋１）－狓（狋）狘!狋＋１］＋

２（犱＋５）∑
狀

犼＝１

犔犼犈［狕犼（狋＋１）－狓（狋）狘!狋＋１］＋２槡犱∑
狀

犼＝１

σ犼犔犼＋α（狋＋１）（犱＋４）
２

∑
狀

犼＝１

犔２犼， （８）

这里狓（狋）＝
１

狀∑
狀

犼＝１

狓犼（狋）。

证明　注意到犃（狋）是列随机矩阵，由（２）式中狑犻（狋＋１）的定义可得：

∑
狀

犻＝１

狑犻（狋＋１）＝∑
狀

犻＝１
∑
狀

犼＝１

［犃（狋）］犻犼狓犼（狋）＝∑
狀

犼＝１
∑
狀

犻＝１

［犃（狋）］犻犼狓犼（狋）＝∑
狀

犼＝１

狓犼（狋）。

又因为：

狓（狋）＝
１

狀∑
狀

犼＝１

狓犼（狋）＝
１

狀∑
狀

犻＝１

狑犻（狋＋１）＝
１

狀∑
狀

犻＝１

狔犻（狋＋１）狕犻（狋＋１）。 （９）

结合（５）式和（９）式可得：

狓（狋＋１）＝狓（狋）－
α（狋＋１）

狀 ∑
狀

犼＝１

犵
～
犼（狋＋１）。 （１０）

对任意狏∈犚
犱，由（１０）式，对所有狋≥０，有：

狓（狋＋１）－狏
２
＝ 狓（狋）－狏

２
－
２α（狋＋１）

狀
〈∑
狀

犼＝１

犵
～
犻（狋＋１），狓（狋）－狏〉＋

α
２（狋＋１）

狀 ∑
狀

犼＝１

犵
～
犻（狋＋１）

２
。 （１１）

在（１１）式中，取期望有：

犈［狓（狋＋１）－狏
２
狘!狋＋１］＝

狓（狋）－狏
２
－
２α（狋＋１）

狀 ∑
狀

犼＝１

〈犈［犵
～
犻（狋＋１）狘!狋＋１］，狓（狋）－狏〉＋

α
２（狋＋１）

狀
犈 ∑

狀

犼＝１

犵
～
犻（狋＋１）

２
!狋＋［ ］１ 。 （１２）

由引理１结论ｃ）可得：

∑
狀

犼＝１

〈犈［犵
～
犻（狋＋１）狘!狋＋１］，狓（狋）－狏〉＝∑

狀

犼＝１

〈
!犳
～

犼（狕犼（狋＋１）），狕犼（狋＋１）－狏〉＋

∑
狀

犼＝１

〈
!犳
～

犼（狕犼（狋＋１）），狓（狋）－狕犼（狋＋１）〉。 （１３）

再由犳
～

犻的凸性和引理１的结论ａ）可得：

〈
!犳
～

犼（狕犼（狋＋１）），狕犼（狋＋１）－狏〉≥犳
～

犼（狕犼（狋＋１））－犳
～

犼（狏）≥犳犼（狕犼（狋＋１））－犳犼（狏）－槡犱σ犼犔犼。

又因为：

犳犼（狕犼（狋＋１））－犳犼（狏）＝犳犼（狕犼（狋＋１））－犳犼（狓（狋））＋（犳犼（狓（狋））－犳犼（狏））≥

!犳犼（狓（狋））′（狕犼（狋＋１）－狓（狋））＋（犳犼（狓（狋））－犳犼（狏））。

利用犳犼的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续性，有!犳犼（狓（狋））′（狕犼（狋＋１）－狓（狋））≥－犔犼 狕犼（狋＋１）－狓（狋）。于是有：
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〈
!犳
～

犼（狕犼（狋＋１）），狕犼（狋＋１）－狏〉≥－犔犼 狕犼（狋＋１）－狓（狋）＋犳犼（狓（狋））－犳犼（狏）－槡犱σ犼犔犼。 （１４）

由引理１的结论ｃ）得：

!犳
～

犼（狕犼（狋＋１））＝ 犈［（犵
～

犼（狋＋１））｜!狋＋１］≤犈［（犵
～

犼（狋＋１））
２
｜!狋＋１］

１
２≤（犱＋４）犔犼。 （１５）

考虑（１３）式右边的第二项，有：

〈
!犳
～

犼（狕犼（狋＋１）），狓（狋）－狕犼（狋＋１）〉≥－（犱＋４）犔犼 狓（狋）－狕犼（狋＋１）。 （１６）

结合（１３），（１４）和（１６）式，有：

∑
狀

犼＝１

〈犈［犵
～
犼（狋＋１）狘!狋＋１］，狓（狋）－狏〉≥犉（狓（狋））－犉（狏）－（犱＋５）∑

狀

犼＝１

犔犼 狓（狋）－狕犼（狋＋１）－槡犱∑
狀

犼＝１

σ犼犔犼。 （１７）

考虑（１２）式右边的第三项，利用 ∑
狀

犼＝１

犵
～
犼（狋＋１）

２

≤狀∑
狀

犼＝１

犵
～
犼（狋＋１）

２ 和引理１的结论ｃ），有：

α
２（狋＋１）

狀２ ［犈 ∑
狀

犼＝１

犵
～
犼（狋＋１）

２

狘!狋＋ ］１ ≤
α
２（狋＋１）

狀 ∑
狀

犼＝１
［犈 ∑

狀

犼＝１

犵
～
犼（狋＋１）

２

狘!狋＋ ］１ ≤

α
２（狋＋１）

狀
（犱＋４）

２

∑
狀

犼＝１

犔２犼 。 （１８）

于是由（１２），（１７）和（１８）式，可以得到：

犈［狓（狋＋１）－狏
２
狘!狋＋１］≤ 狓（狋）－狏

２
－
２α（狋＋１）

狀
犉（狓（狋））－犉（狏）＋

２α（狋＋１）

狀
（犱＋５）∑

狀

犼＝１

犔犼 狓（狋）－狕犼（狋＋１） ＋
２α（狋＋１）

狀
槡犱∑

狀

犼＝１

σ犼犔犼＋
α
２（狋＋１）

狀
（犱＋４）

２

∑
狀

犼＝１

犔２犼。 （１９）

在（１９）式中，令狏＝狕，对所有的狋≥０，有：

犈［狓（狋＋１）－狕
２
狘!狋＋１］≤ 狓（狋）－狕

２
－
２α（狋＋１）

狀
犉（狓（狋））－犉（狕）＋

２α（狋＋１）

狀
（犱＋５）∑

狀

犼＝１

犔犼 狓（狋）－狕犼（狋） ＋
２α（狋＋１）

狀
槡犱∑

狀

犼＝１

σ犼犔犼＋
α
２（狋＋１）

狀
（犱＋４）

２

∑
狀

犼＝１

犔２犼 。 （２０）

一方面，由假设１的结论ａ）知，犉（狓）是强凸函数，因此有：

犉（狓（狋））－犉（狕）≥ （１２ ∑
狀

犼＝１
μ ）犼 狓（狋）－狕

２。 （２１）

另一方面，由假设１的结论ｂ）知犉是犔Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，有：

犉（狓（狋））－犉（狕）＝犉（狓（狋））－犉（狕犻（狋＋１））＋犉（狕犻（狋＋１））－犉（狕
）≥

－犔狕犻（狋＋１）－狓（狋）＋犉（狕犻（狋＋１））－犉（狕
）。 （２２）

（２１）式与（２２）式相加可得：

２［犉（狓（狋））－犉（狕）］≥ （１２ ∑
狀

犼＝１
μ ）犼 狓（狋）－狕

２
－犔狕犻（狋＋１）－狓（狋）＋犉（狕犻（狋＋１））－犉（狕

）。 （２３）

又由（２０）式与（２３）式，可得：

犈［狓（狋＋１）－狕
２
狘!狋＋１］≤

狓（狋）－狕
２
－
α（狋＋１）

２ （狀 ∑
狀

犼＝１
μ ）犼 狓（狋）－狕

２
＋
α（狋＋１）

狀
犔 狕犻（狋＋１）－狓（狋）－

α（狋＋１）

狀
（犉（狕犻（狋＋１））－犉（狕

））＋
２α（狋＋１）

狀
（犱＋５）∑

狀

犼＝１

犔犼 狓（狋）－狕犼（狋＋１）＋

２α（狋＋１）

狀
槡犱∑

狀

犼＝１

σ犼犔犼＋
α
２（狋＋１）

狀
（犱＋４）

２

∑
狀

犼＝１

犔２犼。 （２４）

对（２４）式两边取期望，即得定理１的结果。 证毕

下面将给出算法ＧＦＤ的收敛率。

定理２　在定理１的条件下，令：

α（狋）＝
狆
狋
，狋≥１， （２５）
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其中常数狆满足：

狆
∑
狀

犻＝１
μ犻

狀
≥４。 （２６）

对所有τ≥２，有犈［犉（狕^犻（τ））］－犉（狕
）≤

犓１ｌｎτ＋犓２

τ
＋４槡犱∑

狀

犼＝１

σ犼犔犼成立。其中：

狕^犻（狋）＝
∑
狋

狊＝１

（狊－１）狕犻（狊）

狋（狋－１）

２

，狋≥２，犓１＝
１６狀狆犔（２犱＋１１）（犱＋４）ｍａｘ

犼
犔犼

δ（１－λ）
，

犓２＝
１６犔λ（２犱＋１１）

δ（１－λ） ∑
狀

犼＝１

狓犼（０）１＋
１６犔（２犱＋１１）

δ

狀狆（犱＋４）ｍａｘ
犼
犔犼

１－λ
＋２狆（犱＋４）

２

∑
狀

犼＝１

犔２犼。

证明　将（２５），（２６）式代入（２４）式中可得：

犈［狓（狋＋１）－狕
２
狘!狋＋１］≤ １－

２

狋＋（ ）１ 狓（狋）－狕
２
－

狆
狀（狋＋１）

（犉（狕犻（狋＋１））－犉（狕
））＋

狆犔
狀（狋＋１）

狕犻（狋＋１）－狓（狋） ＋
２狆（犱＋５）

狀（狋＋１）∑
狀

犼＝１

犔犼 狓（狋）－狕犼（狋＋１） ＋
２ 槡狆犱
狀（狋＋１）∑

狀

犼＝１

σ犼犔犼＋
狆２（犱＋４）

２

狀（狋＋１）
２ ∑

狀

犼＝１

犔２犼。

将以上不等式两边同时乘以狋（狋＋１），有：

狋（狋＋１）犈［狓（狋＋１）－狕
２
狘!狋＋１］≤狋（狋－１）狓（狋）－狕

 ２
－
狆狋
狀
（犉（狕犻（狋＋１））－犉（狕

））＋

狆犔狋
狀
狕犻（狋＋１）－狓（狋） ＋

２ 槡狆狋犱
狀 ∑

狀

犼＝１

σ犼犔犼＋
２狆狋（犱＋５）

狀 ∑
狀

犼＝１

犔犼 狓（狋）－狕犼（狋＋１） ＋
狆２狋（犱＋４）

２

狀（狋＋１）∑
狀

犼＝１

犔２犼。

在上式两边，首先对狋从１到τ－１求和，然后两边同时取期望有：

τ（τ－１）犈［狓（τ）－狕
２］≤－

狆
狀∑

τ－１

狋＝１

狋犈［犉（狕犻（狋＋１））－犉（狕
）］＋

狆犔
狀∑

τ－１

狋＝１

狋犈［狕犻（狋＋１）－狓（狋）］＋

２狆（犱＋５）

狀 ∑
τ－１

狋＝１

狋∑
狀

犼＝１

犔犼犈［狓（狋）－狕犼（狋＋１）］＋
２ 槡狆 犱
狀 ∑

τ－１

狋＝１

狋∑
狀

犼＝１

σ犼犔犼＋
狆２（犱＋４）

２

狀 ∑
τ－１

狋＝１

狋
狋＋１∑

狀

犼＝１

犔２犼。 （２７）

由（１５）式知，犈［α（狋）犵
～
犻（狋）１］≤

狆（犱＋４）犔犻
狋

，从而满足引理２的条件。因此有：

熿

燀

犈 ∑
τ－１

狋＝１

狕犻（狋＋１）－
∑
狀

犼＝１

狓犼（狋）燄

燅
狀

≤
８

δ
λ
１－λ∑

狀

犼＝１

狓犼（０）１＋
８

δ

狀狆（犱＋４）ｍａｘ
犼
犔犼

１－λ
（１＋ｌｎ（τ－１））。 （２８）

将（２８）式代入（２７）式中，两边同时除以τ（τ－１），有：

狆
狀τ（τ－１）∑

τ－１

狋＝１

狋犈［犉（狕犻（狋＋１））－犉（狕
）］≤

狆犔
狀τ

８
烄

烆
δ

λ
１－λ∑

狀

犼＝１

狓犼（０）１＋
狀狆（犱＋４）ｍａｘ

犼
犔犼

１－λ
（１＋ｌｎ（τ－１

烌

烎

）） ＋

２狆犔（犱＋５）

狀τ

８
烄

烆
δ

λ
１－λ∑

狀

犼＝１

狓犼（０）１＋
狀狆（犱＋４）ｍａｘ

犼
犔犼

１－λ
（１＋ｌｎ（τ－１

烌

烎

）） ＋
２ 槡狆犱
狀 ∑

狀

犼＝１

σ犼犔犼＋
狆２（犱＋４）

２

狀τ ∑
狀

犼＝１

犔２犼。

最后，由犉的凸性即可证得定理２的结果。 证毕

注２　定理２的收敛结果分成两部分，其中第一部分表示优化误差项，第二部分表示光滑化误差项。定理２

表明，当τ逐渐增大时，犈［犉（狕^犻（τ））］逐渐收敛到犉（狕
），收敛率是犗（ｌｎτ／τ），并且带有光滑化误差项４槡犱∑

狀

犼＝１

σ犼犔犼。

特别地，当所有的光滑化参数σ犼取得足够小的时候，光滑化误差项４槡犱∑
狀

犼＝１

σ犼犔犼 也足够小，从而犈［犉（狕^犻（τ））］－

犉（狕）也足够小。对比文献［７］中的ｐｕｓｈｓｕｍ次梯度算法（简称算法ＳＧＤ），算法ＧＦＤ多了光滑化误差项，收敛

率略差于算法ＳＧＤ，这是因为本文的算法ＧＦＤ仅仅使用了函数值信息。
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３数值实验

考虑一个正则化的ＬＡＳＳＯ问题
［５］：

ｍｉｎ
狕∈犚

犱

犉（狕）
１

２∑
狀

犻＝１

（〈犪犻，狕〉－犫犻）
２
＋ρ狕 １，

这里ρ是一个正的权参数，犪犻∈犚
犱，犫犻∈犚，· １ 表示犾１ 范数。

对任意的犻＝１，２，…，狀，假设点对（犪犻，犫犻）是在区间（０，１）上随机产生，且服从均匀分布。取步长α（狋）满足定

理２的条件。取ρ＝０．１，取光滑化参数σ犻＝１０
－６，犻＝１，２，…，狀。对于时变的权矩阵，首先随机生成５０个满足假

设２的矩阵；然后每次迭代从中选取一个。考虑最大误差ｍａｘｅｒｒｏｒ＝ｍａｘ犻∈犞［犉（狕^犻（τ））－犉（狕
）］。将本文的算法

ＧＦＤ与算法ＳＧＤ
［７］进行对比。

图１表示智能体总个数狀为１００，问题维数犱分别为１和３时，最大误差ｍａｘｅｒｒｏｒ的演化图。图２表示智能体

总个数狀为２００，问题维数犱分别为１和３时，最大误差ｍａｘｅｒｒｏｒ的演化图。由于算法ＧＦＤ仅仅使用了函数值信

息，在理论上算法ＧＦＤ的收敛率略差于算法ＳＧＤ，但从数值试验中可以看出，算法ＧＦＤ与算法ＳＧＤ具有相似

的收敛效果。另外，对比图１ａ，ｂ发现，随着问题维数的增加，算法ＧＦＤ的收敛误差也随之增大。图２也展示了

相似的结果。

　　

　　　　　　　　　　　　　　　　ａ　狀＝１００，犱＝１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｂ　狀＝１００，犱＝３

图１　智能体总个数为１００的最大误差对比

Ｆｉｇ．１　Ｍａｘｅｒｒｏｒｖｅｒｓｕｓｎｕｍｂｅｒｏｆｉｔｅｒａｔｉｏｎｓｗｉｔｈ

　　

　　　　　　　　　　　　　　　　ａ　狀＝２００，犱＝１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｂ　狀＝２００，犱＝３

图２　智能体总个数为２００的最大误差对比

Ｆｉｇ．２　Ｍａｘｅｒｒｏｒｖｅｒｓｕｓｎｕｍｂｅｒｏｆｉｔｅｒａｔｉｏｎｓｗｉｔｈ狀＝２００

４结语

针对分布式优化问题，许多实际问题中的目标函数是不可微的，其次梯度往往难以计算，有时甚至不可用。

基于此，本文提出了一种分布式ｇｒａｄｉｅｎｔｆｒｅｅ算法，分析了算法的收敛性，并给出了算法的收敛率。通过数值试

验，验证了算法的可行性和有效性。与文献［７］的分布式次梯度算法相比，本文的算法不需要计算目标函数的次梯

度，仅仅需要计算函数值。而与文献［１４］的分布式ｇｒａｄｉｅｎｔｆｒｅｅ算法不同的是，本文的算法适用于有向网络。
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